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FEHLERANALYSE

Die d-ndre Darstellung von x € IR ist

x =% ) a-d 0 <a <d
k=t X k
Schreibweise:
X = + a, a a a
—_ 2 2_1 . o o o .A _1 e o @
' \
Der Punkt bestimmt
die Lage von ao
Beispiele:
1) d = 10 (Dezimale Darstellung)

3.1415 92653 58979 32384 62643

3
Il

1 =1.00 ... = 0.99 ... (nicht eindeutigqg)
2) d = 2 - (Duale Darstellung)
5=LO0L
3.2 = LL . 00 LL (Strich bedeutet Periode )
3) d =16 (Hexadezimale oder

Sedizemale Darstellung)

29

I
-
o
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Problem: Die Rechenmaschine kann nur endlich viele Zahlen

darstellen.

Beschreibung der Rechnerarithmetik (einer d-ndren normali-

sierten Gleitkommamaschine mit Mantissenldnge m):

I. Menge_der Maschinenzahlen A

1...a dibl"'bo mit a,I#O oder a = 0}

Der Wert der Zahlen * O ist

L o
- - t(b,d"+...+b d")
t a, d 1-+...-+a a™. g . ©
1 m
Bezeichnungen:
£ 0, aj ..oa o tb o ...d b Pa
(N / \ J/ ‘
heiBt Mantisse heiBt Exponent

Beispiele: d =10 , m= 4

Maschinenzahl Wert

0.3142101 3.142 .

Keine Maschinenzahlen sind:

0.31415101 (Mantisse zu lang)

0.0314101 (nicht normalisiert)
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IT. Rundung

Definition 1.1: Eine Abbildung »
rd : IR » A heift Rundung &
A
/
|rd(x) - x| < Min |a-x]|
ach
Beispiel: 4 = 10
X =0 rd(x) =0
‘ b
X # O X =% 0. a, By ees 10 , a1 £ O
rd(x) =a - 10°
N {O. aq .- ay falls a 1 < 4
a = -m
0. a, ...am-F1O cec@iiq 2 5
Beispiele: m = 4
‘ VY57 = 7.5498 ... rd(v57) = 0.7550101
X = 0.12535 ... rd(x) = 0.1254 0 /
/
x = 0.1253499 ... rd(x) = 0.1253100 '

Definition 1.2:

x € IR , X sei eine Ndherung (Approximation)

von X .
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X 2

|x - x| heiBt absoluter Fehler von

b

|
"
e

heiBt relativer Fehler von x (x % 0)

~m+1

Definition 1.3: eps = d

1
2

heist die Maschinengenauigkeit einer

d-ndren normierten Gleitkommamaschine

mit Mantissenldnge m .

Satz 1.1: Sei eps < 1, rd "eine Rundung

Dann gilt:
() rd(x)-x < eps
Y =
s rd(x)~-x
(ii) “EETET_ < eps

(iii) 3 p € R mit rd(x) = px und

|tnp | < eps

Beweis:
(i) x =z O, a1 .o am+1 db , B
|rd(x) - x| = Min |a-x| < % a ™1 gk
ach
| x| > a1 &P (wegen Normalisierung) d\&;oij
rd(z)—x .i%‘d_m dE//d_1 db _ % d—m+1

(ii) wie (i)
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(iii) Nach (i), (ii) existieren Zahlen €4 i=1,2

mit |e;| < eps, so das

rd(x)~-x _ rd(x)-x _

X €1 ! rd (x) €2 gilt .
rdx = (1+e_)x rd(x) = ==
1 1-€
2
Es gilt: 1+e f_ee Ve €1R
= (1+e)) < e™ < &P
! -€
(1-¢ )—1 > @ 2 , _-eps
2 —_
= 3 p € R mit rd(x) = px mit e °P° < p < e®Ps

= Behauptung.

III. Maschinenoperationen

+, -, /, *¥ 1ist nicht abgeschlossen in A.

Beispiel: 4 = 10, m = 2

1/0.9 =1.11 € A
1.1 *1.1 = 1.21 ¢ A

0.13 + 0.0071 = 0.1371 ¢ A

Statt der reellen Operationen sind Maschinenoperationen

@, 06 , ® , @ erklirt:
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Yy = rd(x + vy)

y = rd(x - vy)

rd(x * y)

y = rd(x / y) .

o ® O 6

Satz 1.2: Der relative Fehler der Maschinenoperationen ist

< eps. Es gilt

x (B y =plx+y) |[anp| < eps .

Beweis: klar

Dies gilt jedoch nicht filir die Nacheinanderausfiihrung von

Maschinenoeperationen.

Beispiele: d = 10, m = 2

Reelle Operationen:

0.75 + 0.055 - 0.80

0.005

Maschinenoperationen:

I
]
o

UO’ 75 (? 0.055)/— 0.80

\gfd (0.805b
4

O. 81

der relative Fehler ist 1!
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In anderer Reihenfolge der Operationen erhdlt man

0.75 (¥) (0.055 (-) 0.80) = 0
Dieses Resultat ist nicht besser. Man sieht auBerdem, daB die
Maschinenaddition nicht assoziativ ist.

Man sieht, daB Vorsicht am Platze ist. In den beiden folgenden
Paragraphen werden wir sehen, wie man trotz der Unvollkommen-
heit der Maschinenarithmetik zu zuverl&dssigen Resultaten

kommen kann.

Abweichungen der reellen Rechner von unserer idealisierten

Maschine:
1) Unterschiedliche Rundung.
2) Unterschiedliche Normalisierung.

3) Endlicher Exponentialbereich. Fiir die kurze Arithmetik der

IBM/370 ist z.B. - 64 < b < 63.
Beispiel: d =10 , m = 2 , b=-99,...,99

Uberlauf 0.13, .52 (:) 0.10

10 60 = 0.13,,111 ¢ A

10

0.13,,1 () 0:26,,-99=0.50

10 1 o100 € A~

1

Unterlauf  0.12,,-99 @ 0.11,5-99=0.10

1 O-1OO'¢A

1

Gute Maschinen brechen bei Unterlauf ab oder erstatten Meldung.
Andere rechnen unnormalisiert weiter oder setzen das Resultat

O. Dann stimmt Satz 1.1 nicht mehr!

R T T L TR e T
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Andere Zahldarstellungen,

(a)

(b)

(c)

Festkommarithmetik, z.B.

a€hA © a==%0.a, «..
1 m

Residuenarithmetik.

Seien k .,km paarweise teilerfremd und

1' LN )
k = k1"' km. Seien ai die Reste von a bei
Division durch ki . Fir O < a < k 1ist a . ein-

deutig durch diese Reste bestimmt: a = (a1,...,am).

Es gilt dann

ab

(a1b1,...,ambﬁ) ’

a+b

(a1-+b1,.1.,am-+bm) '

wobei a.b., -a. +b. modulo k. berechnet werden.
i~i i i i ;

Intervallarithmetik.

Hier rechnet man mit Zahlenpaaren [a, al, welche
das Intervall {x:a < x < a} darstellen. Man erklirt

dann

[a,al + [b,b]l ={x =a+b: a<a <a, bs<b <b}

und entsprechend filir die anderen Operationen.

Ty e Y A T TR L AT e ey T
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§ 2 Kondition_und Gutartigkeit

Aufgabe: Auswertung von f£f(x) =y, x € D, £ : ’P » ®rY

. X3 X3 ’\J
Was geschieht, wenn fiir x nur Ndherungen Xx = X + Ax

N

N
zur Verfligung stehen? vy f(x) =y + Ay

n
Wie groB ist der Fehler in y ? Antwort gibt:

Satz 2.1: Sei D konvex, f € C1(D) .
’f)(gk,%'g aDA'H'(ae! Wl e ?

Dann gilt:
Ay, P 0f. (2) X. AX,
E b el I E Al
Yy j=1 zepn.| °%j i¥ %5
Beweis:
Ay, = fi(x-fo) - fi(x)
Wir betrachten nun die Hilfsfunktion g,
g(t) = fi(x4-tAx) - fi(x)
= g(1) =24y, g(0) =0
Mittelwertsatz:
= lg(1) = g(0)| < 1 * max [g'(t)] mit
t€e[0,1]
§ afi
1 = .~ . A .
g'(t) Y (x +t A X) xJ

=1 ]




ice b | |

p of,

- lay. | < I Max | === (2)
L j=1 zep | °%j

AX
| x|

= Behauptung

Definition 2.1: Die Zahlen

afi(x) X,

— 1
kij(x) - ij £ (x)

heiBen Verstdrkungsfaktoren. Fiir die Auswertung von f(x) gilt

dann ndherunsweise

Ayi p AX.
‘ < 1ok | 2
Yi 3=1 i

Definition 2.2: Die Aufgabe "Berechne f(x)" heiBt gut kondi-
tioniert, falls alle kij(x) die GroBenordnung 1 haben.
Andernfalls heiBt die Aufgabe schlecht konditioniert. Es treten

dann Verstdrkungsfaktoren auf, welche viel grdBer sind als 1

(kij >> 1).

Beispiele:
X1 %4

1Y vy, = x, + x k = i 1 — ‘ ‘

1 1 2 11 Yq x1-+x2
X
k12 = ‘ X -Ex ' ‘
172
_ X1
Diese Aufgabe ist schlecht konditioniert, falls pedia i 1.

. 2 '

Merke: Subtraktion nahezu gleichgroBer Zahlen ist schlecht

konditioniert!
1.31 - 1.25 = 0.06
1.32 - 1.24 = 0.08
rel. Fehler 0O, 8% 30%

Man spricht von Ausldschung.




2) y, = X, X, kyp = kg, =1
3) Yy = X/%, Kyg = kg =1
= a =
4) y1 x1 k11 a
5) y2 - XY "X, = o
*1
yg =3+ /@, d=x3/4+x
*1
¥, =3 -
X X X X
I R I R V2 R I B R 2 R U7 S BN |
k19 = |Gtz 7 d )y1,_2d (d +2)y1
X
=|——J—‘=k
lz/a-l 21
. |y, . |y, |
12 22
2 /d 2 /d

Das L&sen von quadratischen Gleichungen ist schlecht

konditioniert, falls vd << EAEI AR

Die Auswertung von f geschieht durch einen Algorithmus, der

aus den Daten iber Zwischenergebnisse die Endergebnisse

erzeugt.
x1 ¢ ees g xp Daten
z zp Zwischenergebnisse
p+1 = gp+1 (21, . ,Zp)
= n "
Zn = 9m (Zgreeerz _q)
Y9 m-g+l T Yq =2, Endergebnisse
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Die 95 seien direkt auf der Maschine auswertbar.

Der Zusammenhang der Zwischenresultate wird durch den Graphen
des Algorithmus beschrieben. Der Graph ist durch seine Knoten
und Kanten definiert: Die Knoten sind die Zwischenresultate

Zj' Es existiert eine Kante von 2,

der Berechnung von zj bendtigt wird.

nach z., falls =z bei
J k

Beigpiele: Y, = ¥ - X
. 2
Algorithmus 1: Yq =¥ - X

Algorithmus 2:

N
[

(x1-x2)(x1-¥x2)

Graphen der Algorithmen:

Algorithmus 1:

Algorithmus 2:
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Bei der Durchfiihrung eines Algorithmus treten 2 Fehler auf:

1) Der unvermeidbare Fehler.

Er entsteht nur durch die Rundung der Daten und ist unab-

hdngig vom Algorithmus.

Eine Abschdtzung nach Satz 2.1 liefert:

q p

< 1 1 k;.i(x).eps
i=1 j=1 *HJ

Ay,
Unvermeidbarer Fehler ) l -
=1

Yy

1

2) Der Algorithmusfehler, auch kumulative Rundungsfehler.
Man verfolge die Geschichte eines jeden Rundungsfehlers,

der an irgendeinem Knoten entsteht, bis zum Endresultat.

Eine Abschdtzung nach Satz 2.1 liefert:

Sei ¢ der relative Fehler in =z

X k ’ €y der in Zi'
zj = g(zi ,zk)
Z,
v 99 _i
a41 ° 3z, zZ.
1 J
Fiir den rel. Fehler 'ej des Zwischenresultates Zj = g(Zi,Zk)
gilt:
e. ~ (a e, + a e,) + eps .
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Der Algorithmusfehler wird durch folgende Schritte berechnet:

1) Man schreibe die Verstdrkungsfaktoren

9Z . Z,
—d _1
9Z . Z.
1 J

an alle Kanten des Graphen ,

und ergdnze den Graphen durch Kanten mit Verstdrkungs-

faktoren 1, welche Endresultate mit sich selber verbinden.

2) Fiir jeden Knoten finde man die Produkte der Verstédrkungs-
faktoren entlang eines jeden 2zu einem Endresultat fiihrenden

Weges.

3) Man summiere iiber die Produkte und multipliziere das

Ergebnis mit eps .

Beispiele: Y, = xf - xg

2 2
2

Algorithmus 1: Y, =% - X Algorithmus 2: vy, = (x1—x2)(x1+x2)




Algorithmusfehler des Algorithmus 1:

z z z z
(2 'Z—§+ -Z—3- + 1 + 2 Z_4+ Eé )eps
5 5 5 51~
K2 4 i
= < 3 5 + 1 ) eps
| - x|
Algorithmusfehler des Algorithmus 2:
z Z
(—Zi + IEl‘ + 1T+ 1+ 1 +
3 4
Z Z
-2—2 + ,'—2’ )eps
4 23

= ((|x1| + |x2|>'(T§:%T§;T + T§74r§;T> + 3 ) eps

Definition 2.3: Ein Algorithmus heiBt gutartig, wenn der

Algorithmusfehler nicht "wesentlich" gr&fer ist als der unver-—

meidbare Fehler.

Bemerkung: Ein gutartiger Algorithmus produziert nicht notwendig

kleine relative Fehler!

. . .2 2
Beispiel 1: Y = X, - X,
2(x?-+x§)
Unvermeidbarer Fehler: ( — % ) eps ’
|X1 - le

Algorithmusfehler von Algorithmus 1:

3 (x2 + x2)
( B N S 1) eps
x2 - x2 |
1 2
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= Algorithmus 1 ist gutartig.

Auch Algorithmus 2 ist gutartig.

2 =
2) Y - XY X, = o,
-1
Unvermeidbarer Fehler: d 2 H}HI
2
*1
Algorithmus 1: d =7 + Xy >
y =—1+/E'
1 2
X

v, 1+ 3 1v,]) eps

17
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Algorithmusfehler:
x2 x2 = x2
(|1.2._1-J_ E+2_1. 1@4._11_._@
4d 2 4 2y 44 2 y
1 1 1
— X X
+%_/d_’+|/a“+1+12_1_+§_1_‘+
X
7% . % . ZE’ + entsprechenden Ausdruck mit Y, anstelle) eps
1

von y,

eps Xf Xﬁ X? 1
= —SPS ( Tttt rtyd+ad+ |y A

ly,|/a 2
Ve IXZI .
+ [x1| a+ — ) + Ausdruck in vy,
| %, |
= E&BS ( L + ! )(é-xz + 3 d + /d |x + 2 ) + 2 eps
/q IY1T IYZT 8 2 l 1| 2 P

Der Algorithmus 1 ist nicht gutartig, falls Y1 oder Yy ™ 0]

. 1 1
sind, da dann ( + sehr groB wird.
' -[—]-y1 T——|—y2 ) g

X ,
Die Ausldschung bei 7} - /3@ wird in Algorithmus 2 vermieden:
X X
= 1 = - 2
vg = 7 /4.y Y,
Algorithmusfehler von Algorithmus 2:
2eps (.5 .2 , 3 = %, |
= xD o+ 5 d+ /A x|+ + eps +
= 8 71 2 1 2
/dly,|

(1 + 1+ 1) eps
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Dieser Algorithmus ist nicht gutartig fiir yq o 0.

Algorithmus 3 ist gutartig filir alle Yqr¥y:

X,] x2

Falls Xg >0y, =+ Jd oYy = - §?

X, X,

X120y =7 =/ vy =
Zahlenbeispiel:

Die kurze Gleitkommaarithmetik der IBM/370-Rechner verwendet

6 Hexadezimalziffern, also eps = % 161—6 N5 10_7. Wir er-
warten also einen relativen Rundungsfehler der GrdBenordnung
5 - 10_7, d.h. 6 richtige Dezimalen.
LO6sen wir in dieser Arithmetik
2 -
vy - 2y - 0.0002 =0 ,
so ist auf 6 Stellen
-5
Yy, = 2.00010 ' Yy = - 9.99950 10
Algorithmus 1 liefert
= -4
Y= 2,00010 ' Yy = - 1.00135 10 '
und Algorithmus 2
-5
yq = 2.00010 ' Yy = - 9.99949 - 10 .

Der Fehler bei Algorithmus 1 ist also 10—3, der bei Algorithmus 2

107°,
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3) y2 - 2.4y + 1.4 =0 also x, = 2.4, x, = 1.4
Exaktes Ergebnis: Yy, = 1.4 , Y, = 1.0, d = 0,04

Was liefert Algorithmus 2 auf einer Maschine mit d=10, m=2 ?

1.2@ ® 1.4 = o0

d =
v Y
yq = 1.2 r Yoy T 1.2

Dies liegt an der schlechten Kondition der Aufgabe.

4) y,] = 0.75 + 0.055 - 0.80 = X,I + X2 + X3 = 0.005
X.
k.. = | 3 | = 150, 11, 160
i3 Y,

Unvermeidbarer Fehler: 321 - eps = 321 - 510-2 ~vo15

5) y = lzeesx ) <y

X

sin £ 2
2

» -2(—=2)
X
X
X cos 3 1
k = - < 7 also gut konditioniert.
sin 5 sin 3

Fiir diese Aufgabe untersuchen wir 3 Algorithmen.
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Algorithmus 1:

Der kritische Teil des

Algorithmusfehlers ist:

COs X l - 1>k

I1--cosx '

also ist der Algorithmus 1

nicht gutartig.

Algorithmus 2:

( sin.'}_c.z
2 ( p” 2 ) ' x =0
Yy = 9
% ' x =0
N~
Algorithmus 3:
1 .2 1 4 .
Man verwende cosx =1 =~ 5 x" + = x + ... fur |x| <3

Algorithmen 2 und 3 sind gutartig (Bei Algorithmus 2 wird
natlirlich angenommeh, déB auf der Maschine eine Funktion sgn
mit

[0}

sinx = psinx - , |anp| < eps

zur Verfligung steht.)
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§ 3 Die Riickwdrtsanalyse des_Rundungsfehlers

Wilkinson: Kann das Maschinenresultat als Resultat einer

reellen Arithmetik auf gest&rten Daten interpretiert

werden?
Beispiel: ©0.75 + 0.055 - 0.80 = 0.005
(0.75 () 0.055) () 0.80 = 0.01
0.755 + 0.055 - 0.80 = 0.01
kleine St&rung
Definition 3.1: Sei yi = fi(x1,...,xp)

n
Die Maschinenresultate eines Algorithmus seien Yy -

Existiert R € IR (nicht zu grofl ), so daB gilt:

n s
X:.L—X.

v Vi Vi ,
y; = fi(x1 ;e ,xp) mit T < R eps ,

J

dann heift der Algorithmus rilickwdrts stabil.

Satz 3.1: Ein rickwidrts stabiler Algorithmus ist gutartig.

Beweis: Algorithmusfehler =
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q 1 P
< )Y TETST yox. - x}
q p x.-gi
oy Z Z (x)’ ] ,
i=1  3=1 x5
q p
<R 7} Y k..(x) eps
i=1 =1 13

= R * unvermeidbarer Fehler.

Beispiele zur Rlickwdrtsanalyse:

Max

1) y = x1-+ ..-+xn rOXy € A
Algorithmus: (n = 4) y = ((x1 + x2) + x3) + X,
N
y = ((x, @ X,) @ X3) @ X4
(Satz 1.1 iii: x, () X, = (%, + x,)p | en p|
ny
= XgPqPaP3 T Xppapppg t X3pop3 T Xypg
v v v "
Schreibweise: p, ... p_ = o, |enps| < eps

Rechenregeln: 1) [2n p"| < n eps

2) pppq = p

<

eps )

23
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3) e = pp+q speziell p = 1
pq p
4) p—p * O
n . 2
5) |p7=1| < n eps +, Ausdruck in (eps)
N g J
O(eps)2
Beweis: -n eps < &n pn < neps
- oD eps < pn < ol eps
2 n 2
© 1T-neps + O(eps™) < p " < 1 + neps+O(eps”)
n
y = (((x1 + x2)p + X3)p + X4)p
3 3 2
=X, 0 + X, P + X3 P + X,P
Fiir beliebiges n gilt:
n n ; n- .,
n-i+1
y= 1 i = ) X,
i=1 i=1
n
X, - X, .
mit | lx L] < |o® l+1--1| < (n-i+1) eps + ...
i —

Satz 3.2: Seien a, 21,...,2n ’ r1,...,r € A,

n-1

rn sei das Maschinenresultat fir

n—1

( a - k£1 Py rk>//2n
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durch den Algorithmus (n = 4)

(((a - 21 r1) - 22 r2) - 13 r3)/sz4

Dann gilt:
n
a = Zlkrkp
=1
Beweis: (n = 4)

R
Il

4 (((a—5L1r1 plp - 2, rzp)p -~ 23r30)p /240

2
& r424 + p£3r3 = (a—21r1p)p - 2,2r2p)p

« p4r45L4 + p32 r3 + pzl r + p21 r1 = a

ab = ab, - a,b + i (a,b, + a.b.)
171 272 172 271
Y4 Y

Schnelle komplexe Multiplikation:
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Y1 524 7 % Yy = 294 7 2Z3

Riickwdrtsabschdtzung:

Yy, = %y by mayx

= (a1+a2)b1 - a2(b1-+b2)

(9
—_—
il

((a1+a2)p b1p - azp(b1+b2)p)p

3 3 3 3
a1b1 po- a, b2‘) + (p p )a2 b1

n, ny
= ab. -ab. + (p° - p3)a2b1

Der schnelle Algorithmus ist offenbar nicht rilickwdrts stabil.

Zahlenbeispiel: m =3 , d = 10

a, = 1.01 b, = 1.0,.,-3

y, = 5.05,,-4

Il
ul
.
—-—

|
=9

N
y1(Standard)

I
O

n
y1(schnell)
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PRAKTISCHE LINEARE ALGEBRA

§ 4 Die L-R - Zerlegung

Sei A = (aik) eine (n,n) - Matrix
A heifft linke Dreiecksmatrix falls aik==0, k> 1
A " rechte " " " a,, =0, k < i
ik

Das Ziel dieses Paragraphen ist die Darstellung von A = LR,
wobei L eine linke Dreiecksmatrix und R eine rechte

Dreiecksmatrix ist.

Hierflir werden Elementarmatrizen Lj benétigt.

+j—te Spalte

L. = 1 + j-te Zeile

Sei A = : i = e .
1) ei . mit a, (ai1, 'ain)

27



L.A
-1
2 L.
) ]
3) Lj‘Lk
j <k

Teil 2

28
a1 Wirkung = Subtraktion
; des &, . - fachen von
. 1,]
aj aj von Zeile a;s is>j.

— 21 1] ° a
%n n, 3 j
1 Macht Anwendung
. von Lj riickgdngig.
1
2. .
Jj+1.3
L. 1
n,J

" j-te Spalte

! ' k-te Spalte
1
. 1 < j~te zeile
2j+1 J° .
: 1 + k-te Zeile
' 41,k -
—zn’J zn’k 1

Entsteht durch ,iberlagerung” von

Lj’ Lk im links unteren Dreieck.
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Weiter brauchen wir Permutationsmatrizen.

0]
Seien e, = 0 die kanonischen Einheitsvektoren.
1 + i=-te Zeile
0]
0]
(i1""’in) eine Permutation von (1,...,n)
T
€4
1
P = . ist die Permutationsmatrix
fiir die obige Permutation, d.h.
T R
ein 1 1
P . = .
n i
n
Rechenregeln filir Permutationsmatrizen:
a3
1
1) PA = . Anwendung der Permutation
* auf die Zeilen. .
a.
i
n
T
2) PTp = 1 , PT = (e, yecere, )
i i
1 n
3) Sei A = (a1,...,an)
T Anwendung der Permutation
AP = (a, reces@y )
11 n auf die Spalten.
= (Aei ,...,Aei )

29
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4) Sei P eine Permutationsmatrix, welche nur Zeilen >3j ver-
tauscht. Dann ist PLj = Lﬁ P, wobei Lﬁ aus Lj durch
Vertauschen der nichttrivialen Elemente in Spalte j (gemdB

der Permutation von P) herVorgeht.

Zum Beweis schreiben wir

0
j—te Spalte .
v 0
Lj=I+ (0,""°,%,"°",0) : L= + j—te Zeile
L. .
j+1,3
-2 .
n,j
0
j—te Spalte .
v 0
= PLj=P+(0,"',2‘,"',0),2'=P2= <+ j=te Zeile
-2t .
J+1,3
-2' .
n,j

Rechtsmultiplikation mit P vertauscht nur Spalten > j.

= PLyP = PP + (0,7°°,%',0,°"",0)

=I+(O"-',2|,O’...’O)

= Beh.
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Nun haben wir alle Hilfsmittel zur Berechnung der L-R-Zerlegung

zur Verfigung.

Sei
(1
a11 . .
A |
(1)
an1 - .
1. Schritt:
(1)
411
(2)
0] a22
(m _
L1A = . .
(2)
0 an2
2. Schritt:
(1)
211
(2)
(0] a22
L2L1A = . o]
o] 0

(1)
a1n

L)
nn

(1)
a1n

a2

.a(2)
nn

33 . o

mit
(1)
. _ 24
i1 (1)
211
(1)
a11 ¥ O
(2) _ _(1)
i,k %,k
(1)
a1n
(2)
a2n
(3)
a3n
a(3)
nn

i=2,...,n
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mit
_ (2 (2)
Yi2 = 245 a9
(3) _ _(2) _ (2)
a5k %,k T P %ok

Vor dem j-ten Schritt:

(1)
11 . . .

*_(3)
Iﬁ 10" L1A ajj .
6 L]
a(J:) L] L ] L]
nj
j-ter Schritt:
(1)
211
Ll q «»e LA =
mit
.. = ald) SRd)
1] 1] J3J
(3+1) _ _(3) _ (3)
ajk T ik T ti %k

i=3,...,n
i,k =3,...,n
(1
a1n
243)
jn
2 3)
nn
ald) :
J3J
(3+1)
o as%1,3+1 °
(3+1)
o an,j+1
i=3j+1,...,n

i,k=j+1,...,n

,(2)

22 # O

afq) + O
J3J

32
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Nach n - 1 Schritten:

(1) A1)

211 s 1n

Lo_q «-» LA = . . = R
a(n)
nn

Nun invertieren wir die Lj nacheinander und erhalten:

A =1V, . .1 o R = LR ,
n-1

mit

Bis jetzt haben vorausgesetzt, daB das "Pivot" agq) # O.

33
Was tut man, falls fiir ein j agg) =0 ? ’
(1) (1)
11 1n
ENE) ()
L ..L, A = a.s . . . a.
j=1 1 33 jn
a(J) . . a(J)
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1. Fall aig) =0 fir i =3j,...,n , dann Lj =TI Sfmlekzp‘o

2. Fall 3i>3 aég) ¥0 , dann

multiplizieren wir von links mit Pj .

Pj ist die Permutationsmatrix zur Permutation

(Lgreeeri) = (1, .iey i, eees 3 4 eee,n)
4 4
Jj—te Stelle i-te Stelle

Wir erhalten also im allgemeinen Fall

L P e « « L,P, L, P, A=R .,

Mit Hilfe der Vertauschungsrelation 4) von Permutations- und

Elementarmatrizen fiihrt dies auch zu einer LR - Zerlegung.

Sei der Einfachheit wegen n = 4,

L3P3L2P2L1 P1A = R

Durch Anwendung 4) erhalten wir:

' =
Al L3P3L2L1P2P1A R

= L Ll Lll

3Ly Ly P3P P ,A =R
—

_oon=1 =1 =1
And PA—kL1 L2 LBJR

L
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Wir fassen das Ergebnis zusammen in:

Satz 4.1: (iiber die L-R-Zerlegung)

Zu jeder (n,n)-Matrix A gibt es eine Permutationsmatrix P,
eine linke Dreiecksmatrix L und eine rechte Dreiecksmatrix R,

so daR
PA = LR

Wir schreiben nun ein"Programm" L R, das die L-R-Zerlegung

durchfiihrt.
Programm L R ;

comment Berechnet die L-R-Zerlegung von A

il
o))

R wird auf A 1iberschrieben;

begin
for j=1 to n-1 do

if 3 i>j : a,.+0 then

suche aij*o; vertausche die Zeilen 1i,Jj;

merke die Vertauschung;
for i=j+1 to n do -
begin
L..=a../a..;
ij 13 33
for k=j+1 to n do

a L

ik~ 3k Yig Fyk’
end i;
end j;

end.
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Die LR-Zerlegung von A 188t sich auch direkt, d.h. ohne

Bilden der Zwischenmatrix A(J) berechnen. Dieses Verfahren

von Crout hatte filir das Rechnen mit Bleistift und Papier
praktische Bedeutung. Wir werden es nur benutzen, um die
Riickwdrtsanalyse bequem durchfihren zu k&nnen.

Die Elemente a kébnnen rekursiv folgendermafBen

ik !

berechnet werden:

(3)
i3

3y _ _(3-1) _ (3-1) .
3k’ = 4k *1,9-1 %351,k i,k 23
= (3, () . .
i3 T 243 /353 123

(3)

Wir l6sen die Rekursionsformel fiir die acy auf.
(3) _ (=1 _ (3-1)
3ik = %k Yi,9-1 3551,k
__(5-2) (3-2) _ (5-1)
= ik Yi,9-2 3352,k T fi,9-1 3551,k
(1) (1 _ (3=-1) —
= %k i1 Mk T o T M50 5k
T %4k T Mar Tk Tt T M 5.1 Tyork
Fliir k > i = j bekommen wir
r = (a,, — & r - .. -

Yi,i-1 Ti-1,10 %
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Fir i > k =.J ergibt sich aus der Formel fiir JLij:

(k) k
ik = 2ix /7 %k

(aik—JLi1 r1k - hee = 2,

Die Elemente der Matrix

konnen also folgendermaBen berechnet werden:

® —
@ O—

1 Berechnung der 1. Zeile ik =k k=1,...,0n
2 Berechnung des Rests der 1. Spalte 2i1 =ai1/r11 i=2,...,n
3 Berechnung des Rests der 2. Zeile r2k=a2k—JL21 L r=2,...,n

4 Berechnung des Rests der 2. Spalte 2i2=(aiz—2i1 r12)/r22 i=3,...,n

uswe.
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Satz 4.2: A sel eine (n,n)-Matrix von Maschinenzahlen. Das

Programm LR in Maschinenarithmetik angewandt auf A liefert
Y] V] N

Matrizen L, R, P, so daB
LAV V] 4"}
= + =
L R P A F F (fik)
mit
m mov
lfikl < e = 1 j£1 Izij rjkl , m= Min (i,k)
4"}
Beweis: Sei A' = PA . Dann lduft die Ausfiihrung des LR -

Programms auf den Crout'schen Algorithmus hinaus. Auf der
oy oy

Maschine werden also nach Satz 3.2 GrdBen Tip ,zik berechnet
mit
m ny ny j
' = — . .
aik j£1 21] rjk 0 ’ m Min (i,k) ,
If N N
= .. . + f [;
=1 ij “jk ik
7 m  a A i
flk = 3—2—1 21] rjk(p -1) . o

Dieser Satz liefert eine Riickwdrtsabschidtzung. Der Algorithmus

ist rickwdrts stabil, wenn

m
. 2. .
j£1 13 P!

4V .
nicht zu groB wird. Die zij ‘kénnen wir kontrollieren: Wdhlen

wir die Vertauschung in Spalte Jj so, daB nach der Vettauschung

Ia;g)l > IaE%)I, i > j gilt (d.h. man vertauscht Zeile j mit

einer Zeile i mit maximalem |a£§)|, i > j ("Maximale Spalten-

.| < p , und wir bekommen

oy
pivotsuche")), so gilt inj
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m n
m -
[ €55 < 1o _1ij£1 |rjk|

Y

Die rjk kSnnen zwar im Prinzip sehr groB werden, tun dies aber

glicklicherweise meistens nicht. In jedem Fall kann man sie
wdhrend der Rechnung leicht kontrollieren. In der Regel wird
die Rundung monoton sein, d.h. aus x < 1 folgt rd(x) < 1.

¥l
Dann gilt sogar Ili | < 1, und der Faktor p entfillt.

J
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§ 5 Lineare Gleichungssysteme.

AxX = b A sei eine (n,m)-Matrix,

Es sind nun folgende F&dlle moglich:

1) n=m , Rang (A) = n = Ax = b ist eindeutig l&sbar,
2) n >m Ax = b heiBt liberbestimmt.

in § 8
3) n <m Ax = b heiBt unterbestimmt.

Wir beschdftigen uns in diesem Paragraphen nur mit Fall 1.

Wir bilden fiir PA die L-R-Zerlegung und wenden P auf das

LGS an
PAX = Pb = Db
e L Rx =D
ad Ly =b' und Rx =y

Diese Gleichungssysteme sind sehr leicht l&sbar.

Berechnung von y . Es gibt zwei M&glichkeiten:

a) Vorwdrtseinsetzen: Nach der LR-Zerlegung bilde man
= b!
¥4 1

for i=2 to n do y,;=b! - D S '

Die lik speichert man zweckmdBigerweise unterhalb der

Diagonalen von A.
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b) Lo-1 %49 =+ L, P A=R (siehe § 4)
N y J
e
Damit gilt
B -
Ly = Pb y=L Pb =1L P . ...L P b

Man erh&lt also vy,

auf b (anstelle auf die Zeilen von A) anwendet. Dies kann

simultan mit der LR-Zerlegung geschehen, wenn man das Programm

LR auf die erweiterte Matrix (A,b) anwendet.

Berechnung von x.

Riickwidrtseinsetzen:

Xn - yn/rnn

for j=n-1 downto 1 do

n
X, = (y,— ) r., X > /r.. ;
J I k=341 jk 'k 13

I R + Vorwdrtseinsetzen + Riickwdrtseinsetzen heiBt (GauB'sches)

L[]
Eleminationsverfahren.

Satz 5.1: Das GauB'sche Elémiminationsverfahren mit Spalten-
pi\votsuche 148t sich genau dann durchfthren, wenn detA % O, !

und liefert die eindeutig bestimmte L6sung von Ax = b

indem man die Operationen der LR-Zerlegung
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Beweis:

det(A) = det (L) det(R) = Tiq =++ Tpn

Satz 5.2: A, b seien eine Matrix und ein Vektor von Maschinen-

zahlen. Fliir die auf der Maschine mit dem Eléminationsverfahren
n n n, n, -
berechneten P, L, R, x gilt

N L v
(P A+ E)x = Pb , mit

n+1 o
les | < 2]e () |zlj |+ m = Min(i, k)
3=1 ’
Beweis: Nach Satz 3.2 gilt
i n
N vy v v n-k+1 v
L, . = b und r =
j£1 b ij yj i k£j Jk 7k yj
4" 3 N 4"
j—k+n+1 _ '
= % E ij b Xk Jjk bi
n N Y : n n N
j-k+n+1 o
= Y 2 r., X, - ) (p 1)%,.. Y., X, = b,
3k ij “jk "k 3k ij “jk "k i
Nach Satz 4.2 gilt
4" 4"
—_ ]
§ i3 Ty T %kt fix
n v v
mit Ifikl = lp _1| E |Q'lj jkl ’
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das heiBt wir haben
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§ 6 Fehlerabschdtzung bei linearen Gleichungssystemen

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem Ax = b und

interessieren uns fiir folgende Fragen:

1. Wie wirken sich Fehler in A, b auf x aus?

2. Wie wirken sich die wd@hrend der L&sung von Ax = b

auftretenden Rundungsfehler auf x aus?

Wir werden als FehlermaBe Normen verwenden.

Definition 6.1: Eine (Vektor-) Norm in ¢€" ist eine Abbildung

x » || x|| er' it folgenden Eigenschaften:

v

1. Definitheit: H x| 0, ||x|]] =0 nur fiir x =0 .

2. Homogenitit: || ox || la| |Ix]], o€ ¢’

A

3. A-Ungleichung: ||x+y]|l < |ix|| + ||yl -

Beispiele: Einige h&dufig benutzte Normen sind:

die Maximum-Norm ||| = Max [x,| ,
n _\1/2
die euklidische Norm |[x||, = < ) x. x.)
s2q 7373
satz 6.1: Seien ||-|| , ||-|l|' Normen in ¢" . Dann gibt es eine

Konstante C(n) > 1, so daB fir alle x € C

:
cwy =l < lixll < cmy [ix]]

Der Beweis fiir diesen Satz findet sich in allen angegebenen Lehr-

blichern. Der Satz hat folgende Konsequenz: Ist ||+]| irgendeine
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Norm, so sind folgende Aussagen gleichwertig:

(a) ||x(k)— [ + 0, ke
(b) xik) + %, kow , i=1,...m.

. . . n T
Die komponentenweise Konvergenz in C ist also dquivalent

zur Norm-Konvergenz.

Definition 6.2: Sei A eine (n,n)-Matrix und ||-|| eine

Vektor-Norm in CII. Wir setzen

2]l = max { ||ax|| : ||x]| < 1} = Max JJ{,&H
x+0 X

Die Abbildung A -+ ||A]| heiBt die der Vektor-Norm x - ||x||

zugeordnete Matrix-Norm.

Beigpiele:

1) Die ||-]|_ zugeordnete Matrix-Norm ist die Zeilensummennorm

lall, = max [ la|
i3
Denn es ist
Hall, = Max { |lax]], = Hx[l, < 12
= Max {M?x | % aj4 le : |xj| <1, j=1,...,n}
< Max ] layyl
1 J

Dieses Maximum werde fiir i==io angenommen. Mit xj==sgn a,

gilt dann
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Max ) la .| =) la, | =) a, .x. = (BAx),
i 3j 1J | 1od | 13 3 1o
< omax {lax|l, = (x|l <1 = [Ia]l, -
2) pie ||+]|, zugeordnete Matrix-Norm ist die Spektralnorm

1/2 —
Iall, = (ba*m) ™", a* =&,

wobei p(B) den Spektralradius von B bedeutet:

p(B) = Max{ |»| : » Eigenwert von B} .

(vgl. § 9).

Satz 6.2: Matrixnormen haben folgende leicht zu verifizierende

Eigenschaften:
n2
1) A > ||a|| ist eine Vektornorm in ¢
. k k
2) ~{l2B]| < [[a]l ||Bll » also auch [|a%]| < [|a]l™ .
3) ||I|l = 1 fiir die Einheitsmatrix 1I.

4) ||al| Inf {K: ||ax]|| < K]||x]|| fur alle x}.

Satz 6.3: Sei B eine Matrix mit ||B|| < 1. Dann existiert

1

(1-B) " ', und es gilt:

-1 x
1) (I-B) = )} B (Neumann'sche Reihe)

2) Na-»~ ) < a-lslh™!
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Beweis: Es gilt

Sk v k v k 1
Hr sl < 1 W™ < L lBll® = s=qgm < =-
k=0 k=0 k=0
2
Also konvergiert die Reihe komponentenweise im c” , und es
ist
(1-B) ¥ B = 7 B - v B¢ - ¢
k=0 k=0 k=0

Definition 6.3: Sei A invertierbar. Als Kondition von A

(bezliglich einer Vektornorm ||-||) bezeichnen wir die Zahl

k@) = |[a]] ||a7"

Satz 6.4: Sei A invertierbar und ADA eine Matrix mit

Waall ) < 1
Il &l

Dann ist auch A + AA invertierbar, und es gilt

Ha+ ™ < a7 /¢

Beweis: Es ist

A+AA=zuI+A;uA) = A(I+B) ,

-1 -1 -1
N2 mall < 127" leall = (a7 |jagdleall

|| afl

1B ]

< 1

il
Q

47
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Also existiert nach Satz 6.3 die Inverse von I+ B, und wir
haben
-1 _ -1 .-1 -1
|(a+aa) || ={j@+) "a | < |2 "]]/(0-) .

Satz 6.5: Sei A invertierbar, und sei x L&sung von AxXx = b.

Seien AA, Ab St6rungen von A, b, und sei

v
Dann ist auch das gestdrte System (A + AA)x = b+ Ab eindeutig

16sbar, und es gilt

We-xll . k(@) {Le2l , Lisbl )
=] = 172 Uya) l|bl|

Beweis: Nach Satz 6.4 ist A+ AA invertierbar, das gestdrte
System also eindeutig l&sbar. Schreiben wir §=x-kAx, so

lautet dieses
(A+AA) (x+Ax) = b+Ab .
Subtraktion von Ax = b und Umordnung ergibt
(A+ AA)AX = Ab-AAX ,

nach Satz 6.4 also

ga 'yl

ol < L2

Cllab]] + [faaf] {I=]])

oder
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loxll . MaTTL (Uell, ypa)

—_ ‘l_
Il x| d %]

- UL (leell Uil Leal 121l

1-a Ibll (=l &l

mit ||bll/lixll = [|ax]|| / |ix]] < ||a]] folgt die Behauptung.

Dieser Satz sagt aus, daB k(A) die Bedeutung eines Verstdrkungs-
faktors hat, wenn man die Fehler in der Norm miBt. k(A) ist ein
bequemeres (allerdings auch gr&beres) MaB fiir die Kondition der
Aufgabe Ax = b als die Verstdrkungsfaktoren aus § 2. Wir nennen

die Aufgabe Ax = b daher schlecht konditioniert, wenn k(&) >> 1.

Beispiel: Die Auswirkung schlechter Kondition kann man an folgen-

dem Zahlenbeispiel sehen:

A = ’ b = ’ X =
1 0.99 1 0
0.01 0.01 200/101
s
ARA = , Ab = o] ; X =
O @) ~100/101

Obwohl der Fehler in A bei 1% liegt, haben x, ; nichts mehr

miteinander zu tun.

Zur Erkldrung berechnen wir
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99 ~-100
iall, =2, a" ., 11a7Y), = 200
-100 100

Es ist also k(A) = 400 und g = 4, so daB Satz 6.5 nicht an-
wendbar ist.
Geometrisch kann man dieses. Beispiel leicht verstehen: Das

System Ax = b besteht aus den Gleichungen afx = bi’ i=1,2,

wobei die Vektoren a;r a, beinahe die gleiche Richtung haben.

!
X 1ist also bestimmt als Schnittpunkt der beiden Geraden

azx = bi’ i=1,2, welche sich unter ganz kleinem Winkel

schneiden. Damit genligt schon eine kleine Verdnderung einer der

beiden Geraden, um den Schnittpunkt ganz woanders hinfallen zu

lassen.

Wir wollen nun eine Vorwdrtsabschdtzung flir den Rundungsfehler
beim Eliminationsverfahren angeben, wobei wir uns auf maximale
Spaltenpivotsuche beschrénken. Dann folgt aus Satz 5.2, daB die

Y
Maschine das System (A+E)x = b 16st mit

n+1_1‘

lEll, < 2lo o 1] Ea

n+1

216" < 1]on [IRII.

ny
Fir x gilt also nach Satz 6.5: Ist

50
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n,
= - x|l /7 lIxll, < a/(1-qQ)

Wir wollen diese Absch&tzung diskutieren. Sie ist praktisch

nur von Bedeutung, wenn g << 1. Bis auf Terme der Ordnung eps2

hat man
4Y
IRl
g = 2 n(n+2) eps A)
121l
4Y
Wihrend ||R||_ =~ theoretisch viel grdBer als ||A||_ =~ sein kann,

n
stellt sich praktisch regelmdfig heraus, dag [|R||_/ ||A||_ in
der N&he von 1 liegt. Auf jeden Fall 148t sich dieser Quotient
1Y
leicht wdhrend der Rechnung berechnen (R ist ja das Maschinen-

resultat!).
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§ 7 Die Q-R Zerlegung

Definition: Q sei eine (n,m) komplexe Matrix (n> m)

Q* = 5T .| @ heiBt orthonormal, falls

Q* Q =1

Ist Q orthonormal und n=m, dann heiBt

Q unitar.

Beispiele:
1) Permutationsmatrizen.
2) Spiegelungen. S8 sei die Spiegelung an der Hyperebene
H = Vl
I
X : Sx Sx = x = 2(v¥x)v
- .
| =(I - 2vv¥)x
I
! N
i -7
| v
I
: v||= Die Matrix vv* = ((v, v¥))
I
I
: ist dyadisches Produkt
I
l'H von v und v*
I
Es gilt S = S* und 82 = I , also ist S unitér.

Wir wollen eine beliebige (n,m)-Matrix A als Produkt A=QR
schreiben, wobei Q eine orthonormale Matrix und R eine

rechte Dreiecksmatrix ist.
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Satz 7.1: Zu jeder (n,m)-Matrix A mit n > m gibt es eine
orthonormale (n,m) -Matrix Q und eine rechte Dreiecksmatrix

R mit A = QR.

Beweis: Schreibt man A = (a1,...,am), Q = (q1,...,qm), so

lautet A = QR

a1 = 9 Tqq

7°

a., = r,. + r., + e« + A AN

j 7 % Fag T 92 T2 95553 ’
Ist a, = 0, so wihlen wir q, mit Hq1||= 1 beliebig und
r,; = O. Andernfalls wéhlen wir r , = ||a1|I und q; = a, /r,
Seien q1,...,qj_‘I schon bestimmt. Dann wdhlen wir

rij = (ajlqi) 14 i = ‘II"°Ij_‘I

und setzen

A
. = a. - r . -— e e e = . Ir. »
95 41 F15 99-1 F5-1,5

A
Nach Wahl der rij ist qj orthogonal zu dqree+d . Ist

A
qj = 0, so wdhlen wir fir qj einen beliebigen zu q1,...,qj_1
orthogonalen Vektor und setzen rjj = 0. Andernfalls wihlen

A A
wir ryy = Ilqj|| und ay = qj,/rjj.

Das im Beweis benutzte Verfahren ist konstruktiv und kann im
Prinzip zur Berechnung der QR - Zerlegung benutzt werden. Es
treten aber Ungenauigkeiten auf, wenn Hajll << HajI|L Dann
treten bei der Berechnung von aj Ausl8schungen auf, so daB aj

groBen relativen Fehler hat. Dann stimmt-  zwar die j-te Spalte

von A = QR noch, aber qj ist nicht mehr sehr gut orthogonal
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Zu q1,...,qj_1, d.h. Q ist nicht mehr gut orthonormal.

Die praktische Berechnung der QR - Zerlegung geschieht durch
das Householder-Verfahren.

Wir beschreiben es fiir reelles A = (a .,a_)

17" m
Die Idee des Householder-Verfahreng ist:
Finde Spiegelungen S1""'Sm , So daB
(2) _(2)
291 2 m
(3) (3)
O 372 3 m
S. . +..S,A = - (3+1) (3+1)
5=1 1 (0] ajj . e s aj m
(3+1) (3+1)
(0] (0] an,j an,m
1. Schritt des Householder-Verfahrens:
Finde S1 = I—-2v1v: ; SO daB S1 a1 ein Vielfaches von
wird.
e
‘?,’ a,
7 .
’ A} =1
7 N PR V4
7 .\‘A, 1
/ ’v.’ \
[ \
! !
& v + >
e1 - e1
v wird folgendermafen berechnet:

1
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Wir setzen zundchst

A

vy = a, +a e, Pooay = ||a1H sgn(a,,)
Das Vorzeichen von 01 ist so gewdhlt, daB bei der Berechnung

A
der ersten Komponente von V4 keine Ausl6schung auftritt.
A . .
Ist vy = O (dies kann nur fiir a, = O passieren), so
setzen wir V1 = (0, also S1 =TI (d.h. der erste Schritt
A

unterbleibt). Andernfalls setzen wir B, = IlV1|I und

A
v, =V, /B1 . Aufgrund der Zeichnung ist klar, daB S1 a; =

—a1 e1 sein muB. Dies bestdtigt man leicht mit Hilfe von

2 ' 2 _ 2 2
1 ||a14-a1e1|| = ||a1|| + 200 a,, + oA

o)
i

= a2 + 20 a + a2 = 20(1(0(1 + a,.)

1 1711 1 11

Die weiteren Spalten von S1Z\ ergeben sich als

k ak_ 2(V1,ak)V1 ’ k= 2,---,m .

Das Uberschreiben der Spalten 2,...,m der Matrix A mit
den entsprechenden Spalten von S, A sieht also folgender-

1

mafen aus:

5 2 1/2
o, = (a11 + .+ an1) sgn(a11) '
B1 = 20(1(0(1 + a11) ’
(a11+0(1)/81 r 1 =1,
Vi1~ {
ai1/B1 ’ i=2, n ’
aik=alk—2(v1,ak)vi1 , i=1, ;n, k=2, ,m
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Der zweite Schritt verlduft genau so wie der erste, wobei aber

nur die rechts untere (n-1,m-1) - Teilmatrix von S1.A behandelt

wird. Man setzt also

1 O
s, = v, € Y
2 ! 2
0 I—2v2v2
Nach m Schritten des Householder-Verfahrens haben wir
folgenden Zustand:
a (2) (2)
% & 00 2
(3) (3)
—% a3 2 m R
S ... S, A = . . =
N '
. (m)
Q* C) am—1,m O
-
m
0 0 0 .

R ist eine rechte (m,m) Dreiecksmatrix und

-

Q 1ist eine unitdre (n,n) - Matrix.
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Die QR - Zerlegung bekommt man nun in der Form

Qm enthdlt die ersten m Spalten von Q .

Da die Si symmetrisch sind gilt:

Wir schreiben nun ein Programm QR, welches die QR -~ Zerlegung
einer (n,n)-Matrix A herstellt. Nach Ablauf enthilt A
oberhalb def Diagonalen die Matrix R (ohne.Diagonale),
unterhalb und auf der Diagonalen die Vektofen VyreerV

m

Die Diagonale von R wird auf den Vektor o geschrieben.

for j=1 to m do

begin

n 2 1/2
aj=( Z (a,.) ) sign a.

if aj¢0 then bei aj = 0 wird nichts getan
begin

= 2 . ' ' H
B=1/sqrt( Gj(aj+ajj)),

a. .=(a.j+0(j)*B;
JJ J Vj wird in Spalte j in
i=j+1 t do a,.=p*a,.; . .
for 1=3+1 to n 1] g 1] die Zeilen j,...,n
for k=j+1 to m do geschrieben
beglnn k~-te Spalte von Sj;r..S A
y=2 Z aij aik; wird mit entsprechender
i=j
for i=j to n do a, =a, -va,.| Spalte von Sj"'S1A
ik ik ij . .
Uiberschrieben
end k;
end if;

end.
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Wir wollen nun die Matrix @ auf einen Vektor x anwenden.

" Dies tun wir, indem wir die Sj nacheinander auf x anwenden.

I ' .
- j-1 C>— - xj_1
S = X = i
J : ()
: I-2 vy v, * En-5+1
Xj—1
S.x =
) 2
n=j+1 T 205X g49) Yy
-Zur Bildung von Sj><r brauchen wir 2(n-j) + 0O(1) Rechen-
operationen.
—Um nun @Qx = S1 .:. Sm}( zu bilden, brauchen wir
v L 2 2
2 ) (n-j) »2nm-m° = m(2n -m) <n
3=1

rRechenoperationen; Diese Beredhnung von Qx ist also ﬁichf
aufwendiger als die Anwendung der (n,n)-Matrix Q auf x '
in der tblichen Weise. Man verzichtet daher auf die Berechnung
von Q und begniligt sich mit den Faktoren S1""’Sm bzw.

cr V.

mit den Vektoren VH,.. o
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§ 8 UNTER- UND UBERBESTIMMTE SYSTEME

Sei A eine (komplexe) (n,m)-Matrix, b .€ c¢®. Fir n #* m  hat
Ax = b in der Regel keine eindeutig bestimmte LOsung. Wir

filhren eine verallgemeinerte LOsung ein und beschreiben deren

Berechnung.
Zunichst einige Bezeichnungen. Sei ker(A) =1{x € c™: Ax = 0o},
range (A) = {y € c” 3 x mit y = Ax}. Fiir Teilmengen

U, vV, Wc ¢? schreiben wir W=U & V (orthogonale Summe),

wenn U LV und W =U + V.

SATZ 8.1: Flir jede komplexe (n,m) - Matrix gilt

¢t = ker (A*¥) ® range (A) .

BEWEIS: Ist A*x = 0 und y = Az, so ist

(x,y) = (x,Az) = (A*x,z) =0 ,

also ker (A*) L range (A). Wire ker (A*) + range (A) echt
enthalten 'in ¢n, so gabe es vy € ¢” mit y L ker (A*),

! range (A). Aus vy L ker (A¥) folgt aber nach dem Alternativ-
satz der linearen Algebra, daB y = Ax 1ldsbar, also

y € range (A) ist. Wegen y Ll range (A) ist y = O.

Flir n # m k&bnnen zwei Fdlle auftreten. Ax = b kann unl&sbar
sein (typisch flir n > m: Uberbestimmt), oder es hat viele

Losungen (typisch flir n < m: unterbestimmt). Man schwdcht
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zundchst den Begriff der L&sbarkeit ab, indem man anstelle
von Ax - b = O nur noch verlangt,.daB ||Ax -Db|| mdglichst
klein ist. Wir betrachten nur den Fall der'eukiidischen

Norm.

SATZ 8.2: x_ minimiert HAx-—bH2 genau dann, wenn

A*ax = a%p
O

BEWEIS: Nach Satz 8.1 gilt b = b1 + b2 mit b1 € range(d),

b. € ker(A¥). pann ist Ax-b, L b, und damit

2 1
2 2 2 2
lax-bl|2 = || (ax=by) - b, |12 = |[ax=b || + ||b,]|

IIAx—bH2 ist also minimal genau dann, wenn Ax = b,, oder

Ax-Db = -b2, d.h. wenn Ax-Db € ker(A*) oder A*(Ax-b) = 0.
L

BEMERKUNGEN :

1) A*Ax = A¥b heiBt das Normalgleichungssystem flir Ax = b.

Die Berechnung von X, aus Satz 8.2 heiBt "Methode der

kleinsten Quadrate", X Kleinste—Quadrate-L&sung.

2) Die Normalgleichungen sind immer l&sbar. Denn
A*b L1 ker (a*a) ,

weil ker(A) = ker(A*A) und wegen Satz 8.1.

Eine Kleinste-Quadrate-L&sung X existiert zwar immer,
braucht aber nicht eindeutig zu sein. Um auch noch Ein-

deutigkeit zu erzwingen, wdhlt man unter allen Kleinste -
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Quadrate - Losungen diejenigen mit.kleinster Norm. Diese

nennt man die (Moore - Penrose) verallgemeinerte LOsung X\p

von Ax = b.

SATZ 8.3: Die verallgemeinerte LOsung Xup ist eindeutig

bestimmt durch

A*AXMP = A*p , X € range (A*) .

BEWEIS: Sei xO éine beliebige Kleinste - Quadrate - L&sung,
also A*AxO = 2*p nach satz 8.2. Nach Satz 8.1 ist xO =

x1 + X, mit x1 € range(A*) und Ax2 = 0. Offenbar ist

auch x1

Kleinste~-Quadrate~L&sungen in range (A*). Ist X, eine

Kleinste-Quadrate-Losung. Es gibt also stets

solche, so 18Bt sich jede weitere Kleinste-Quadrate-L&sung

X 1in der Form

mit A*Ay = 0 oder Ay = 0 schreiben. Wegen X4 Ly ist

2 2 2 2
”X” =HX1H2 + ||YH2 b ”X1H2 .

Also ist x,, = x, das eindeutige Minimum von x| unter

allen L&sungen von A*Ax = A*Db.

Die Zuordnung b - Xup ist offenbar linear und wird durch

eine Matrix A+ vermittelt, d.h.
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— .
A heiBt die (Moore-Penrose) verallgemeinerte Inverse von A.
Hat A vollen Rang und ist n > m, so sind die Normalglei-

chungen eindeutig 1l6sbar, und es gilt

at = a*a) 7 'a*
Fir die Berechnung verallgemeinefter Losungen nehmen wir an,
dafR A maximalen Rang hat. Wir betrachten zunichst den uUber-
bestimmten Fall, also n > m. Dahn sind die Normalgleichungen
a*ax = a%b eindeutig l&sbar. Man kdnnte also A*A bilden
und dann die Normalgleichungen durch das Eliminationsverfahren

l6sen. Das ist aber aus zwei Griinden nicht empfehlenswert.

(a) Die Berechnung von A¥*A ist nicht unproblematisch.

BEISPIEL:
1 1 1+82 1
A= e O , a*a =
0O =« 1 1+82
Ist € < Yeps' , so ist das Maschinenresultat fir A*a die Ein- ’j
heitsmatrix. : ' [*
T — T )

(b) Die Kondition der Normalgleichungen ist unter Umstinden

sehr schlecht. Im Falle n = m ist etwa

all, = (o a*a)) /2
1/2
12"all, = G@a*n?) = p@*a) = 2l
k(A*A) = (k(a))?
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Ist also k(A) >> 1, so ist dies erst recht der Fall fiir k(A*A).

Aus diesen Griinden mdchte man die verallgemeinerte L&sung ohne
Bilden von A*A berechnen. Dies kann durch die OR - Zerlegung

geschehen. Mit A = QR wird aus den Normalgleichungen

* % kA%
R Q QI(XMP R"Q"Db
Wegen Q*Q = I 1lautet dies nach Kiirzen eines Faktors R*
= ¥
RxMP Qb
Dies kénnen wir auch in der Form A = R—1Q* schreiben.

Da A maximalen Rang hat, ist R nichtsinguldr. Flir n = m

gilt

1/2

l2ll, = (e@2n'? = (@*r)'/?

T
und entsprechend fiir A_1, R™'. Also k(a) = k(R), so daB

keine Quadrierung der Kondition auftritt.

Im unterbestimmten Fall, also n < m, verwendet man die QR -

Zerlegung von A*, also A* = QR. Die Beziehungen von Satz 8.3

nehmen dann die Form

QRR*Q*x, = QRb , x,, = QRy

an. Linksmultiplikation mit R_1 Q* ergibt

R*Ry = b



Man setzt nun 2z =
R¥*z = b
Anders ausgedrickt:

Ry

A

+

Teil 2

und 18st dann

= Q(R*)™

64
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§ 9 Eigenwertprobleme bei Matrizen

Eigenwertprobleme sind neben den linearen Gleichungssystemen

die zweite Grundaufgabe der numerischen linearen Algebra. Wir
wollen in diesem Abschnitt zundchst einige Tatsachen zusammen-

stellen.

Definition 9.1: Sei A eine komplexe (n,n)-Matrix. A€C heifBt

Eigenwert (EW) von A, wenn es x€C%, x ¥ 0 gibt mit Ax = Ax.

X heifit dann Eigenvektor (EV) von A zum EW A.

Als notwendige und hinreichende Bedingung dafir, daB A EW

von A ist, hat man also
@(A) = det (AI-A) = 0.
@©(A) heiBft "charakteristisches Polynom von A".@jk) ist ein

Polynom genau vom Grade n in A:

n
@A) = A"-( )

A =)D det(n).
i=1 '

ii

Definition 9.2: Jedem EW A von A ordnen wir zwei Vielfach-

heiten zu:

Seine algebraische Vielfachheit o(})
als Nullstelle von W(A).

Vielfachheit von x

Seine geometrische Vielfachheit p(A) Anzahl der linear un-

abhé&ngigen EV zu A.

Sind also A .Am die verschiedenen EW von A und sind

g

Oy = O(Ak) ihre algebfaischen Vielfachheiten, so gilt

_u v Ok 3 _

Flir die geometrischen Vielfachheiten pk = p(Ak) gilt nun

m
0o, £ n.
k21 k
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Definition 9.3: Die (n,n)-Matrizen A,B heiBen dhnlich, wenn

es eine nichtsinguldre (n,n)-Matrix X gibt mit
B -1
A = XBX .

Satz 9.1: Seien A,B dhnlich. Dann haben A,B die gleichen

Eigenwerte mit iibereinstimmenden algebraischen und geome-

trischen Vielfachheiten.

Beweis: Sei A = XBX 1. Dann ist

det (AI-A) 1

det (X (AMI-B)X ')
- det (X) det (AI-B) det (X 1)
= det (AI-B).

Die charakteristischen Polynome stimmen also Uberein, also
auch die Eigenwerte samt ihrer algebraischen Vielfachheiten.
Ist nun X ein EW von A der geometrischen Vielfachheit p, so

gibt es p EV Xp---1X, zU A, also

P
Axk = Axk '

Mit y, = X_1xk gilt

k=1,...,0.

1

By, = X AX X_1xk X" 'Ax,_ = Ax X

X_yk R

dalso sind Y1,...,Yp l.u. EV von B zu A. Die geometrische Viel-
fachheit von A als EW von A ist also nicht gr&Biler als die geo-
metrische Vielfachheit von A als EW von B. Da die Voraussetzun-
gen in A,B symmetrisch sind, mlissen die geometrischen Vielfach-

heiten also Ubereinstimmen.

Beispiele:
1)
d1' 0 n
A = . . Dann ist det (AI-A) = 1 (A—dk), also
) k=1
0 d
n
A, = d, mit EV e, = k-tem Einheitsvektor. Offenbar ist



2)

3)
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p(A) = o0y) , k=1,...,n.

k
d1
A = XDX—1 mit D = ) . Nach Satz 9.1 und
‘ .dn

Beispiel 1) ist Xk = dk , p(xk) = G(Ak) , k=1,...,n.
Dem Beweis von Satz 9.1 und Beispiel 1) entnimmt man
die EV X = Xek = k-te Spalte von X. Matrizen dieser
Art, welche also &hnlich zu einer Diagonalmatrix

sind, nennt man diagonalisierbar.

u 1
uo.
J(u) = .71 Es ist det (AI-J(u)) = (A-u)", also
‘U
ist A=y der einzige EW von J(u), und er hat die alge-

braische Vielfachheit n. Ist x ein EV zum EW p von J(u),

0 1 X X
0 1 X1 X2
(J(u) - uIl) x = 2 = 3 =0,
1 X
0 xn 0

und der einzige l.u. EV ist x=e,. Also ist die geome-

trische Vielfachheit von u verschieden von seiner alge-

braischen Vielfachheit, ndmlich 1.

Bis auf Ahnlichkeiten sind die Matrizen J (i) bereits die allge-

meinsten Matrizen, soweit das Eigenwertproblem betroffen ist.

Es gilt ndmlich der

Satz 9.2: (Jordan'sche Normalform). Jede komplexe (n,n)-Matrix

ist dhnlich einer Matrix
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Die JR sind bis auf die Reihenfolge eindeutig festgelegt.

Beweis: Siehe etwa Smirnow, Anhang zu Teil III.1.

Bemerkungen zu Satz 9.2:

1) Jedes AR’ 2=1,...,n ist EW.

2) p(A) = Anzahl der Ij

Die Ag sind also die nach ihren geometrischen Vielfach-

mit A auf der Hauptdiagonalen.

heiten gezdhlten EW.

3) o (A) = Summe der Lingen simtlicher Ij mit A

auf der Hauptdiagonalen, denn

r T v
det (AI-J) = T det (AI-J,) =T (A- A,) ¢,
9=1 . =1 L
v, = Linge (JQ)
Beispiel:
1 A p(A) o(A)
1
1 2 2
2; 2 2 3
J = 5 i 1 3
i1
i1
i

Sei nun A eine Matrix mit Jordan'scher Normalform J, also

A = XJX_1, J = .
- .
Y

mit einer geeigneten Matrix X. Wir wollen uns die Bedeutung

von X klarmachen. Sei Vo die Ldnge von J

auf entsprechend der Aufspaltung von J:

IE Wir spalten X

X = (X1""'Xr)
mit (n,vz)—Matrix Xg. Dann haben wir
AXQ = XQJ2 2 =1,...,1

o
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Wir untersuchen diese Gleichung fiir ein % und setzen

Vo= Voo A= Al . Seien XqreeorX die Spalten von Xor also
Xl = (X1""’Xv) . Dann lautet die Gleichung

(AX1,...,AXv) = (Ax1,Xx2+x1,..., Xv+xv—1)
oder

AX1 = XX1

AX1 = Axi+xi_1 I 27000 ,v-1

X4 ist also EV zum EW }Q,wie wir schon aus Beispiel 3 und
Satz 9.1 wissen. Fiir die weiteren Vektoren Xy gilt

(A=AI) x; = X, 0 i = 2,000,V ,

also i-1 i
(A-)TI) X, = Xqy (A-1) X, = 0o .

s to, a-ant x = 0
heit Hauptvektor (HV) der Stufe i von A zum EW A . Der von

Definition 9.3: Ein Vektor mit (A-AI)

allen Hauptvektoren zu einem EW A von A aufgespannte Teilraum

heiBt invarianter Unterraum von A zum EW A

Bemerkung:

1. HVen der Stufe 1 sind gerade die EVen, der von ihnen auf-
gespannte Teilraum heifit Eigenraum zu A,

2. Die algebraische Vielfachheit eines EW ist gleich der
Dimension des zugeh®6rigen invarianten Unterraumes.

3. Eine komplexe (n,n)-Matrix besitzt n l.u. Hauptvektoren,
etwa die Spalten einer Matrix X, welche sie auf Jordan-

Form transformiert.

Definition 9.4: Eine (n,n)-Matrix A heiBt hermitesch, wenn

* . * — .7
A=A mitA = A ".

Beispiel: Folgende Matrizen sind hermitesch:

69
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-1 2 2 3
Insbesondere sind reel-symmetrische Matrizen hermitesch.

Satz 9.3: Sei A hermitesch. Dann sind alle EWe von A reell,
und A besitzt n l.u. EVen.

Bemerkung: Die Jordan'sche Normalform einer hermiteschen

Matrix ist also eine reelle Diagonalmatrix.

Beweis:
1) Realitidt der EWe. Ist Ax = AX, so ist (x,Ax) = XA (xX,x) und

(x,x) > 0 genligt es zu zeigen, daB (x,Ax) reell ist.
Dies folgt aus

(x,Ax) = (A" %x,%) = (Ax,X) = (x,AX)

2) Es geniligt zu zeigen, daB keine HVen der Stufe 2 auftreten

kbnnen. Ist x ein solcher, so ist

((A-AD)x, (A-AT)x) = (x, (A-AI)°x) = 0
also (A-AI)x = 0, im Widerspruch zu (A-AI) x % 0.
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§ 10 DIE POTENZMETHODE UNDlDAS LR-VERFAHREN

Sei A eine komplexe (n,n) —Matrix. Wir wollen die Eigenwerte

A. von A berechnen. Das einfachste Verfahren ist die Potenz-

i
methode. Ausgehend von einem Vektor x(o) bildet sie der Reihe

nach die Vektoren

LKD) ) kT (0) , k=0,1,... .

Wir analysieren die Potenzmethode zundchst in dem Fall

D T R T L

| .

Dann hat A n 1l.u. Eigenvektoren x s X , und es gilt

1,;-

n
(0) _
X a .z €i ¥4 !
i=1
(k) _ .k _(©) _ v k e k
X = A" X = .z c; ATx, = DEECHR Y
i=1 i=1
_ .k
= A1(c1 X, + rk) ’
n A: Wk
. = ) ci<7\—l-> X,
i=2 1 +

Offenbar geht r, - O mit k - «», und zwar gilt

k

Imd = o((2)°) -

Zur Berechnung von A1 wdhlt man einen komplexen Vektor c¢ und

bildet

(k)

(x ,c) = 7\]1{(01 (x1,C) + (rk,C))
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Ist c1(x1,c) ¥ 0, so gilt fiir k » =

(x(k+1),c) . c1(x1,c)~+(rk+1,c)
X) SM T EL O .o T M

(x /C) 171 k'
Genauer gilt

(x(k+1),c) _ A2 k

(x 1 C) : 1

A

‘d.h. die Konvergenzgeschwindigkeit hdngt von ' _2‘ ab.

A

Einen Eigenvektor x, 2zZu A, bekommt man als Grenzwert der Folge

1 1
(k) (k) . . " . .
X ,/xj flir geeignet gewdhltes J (j-te Komponente von X4

nicht 01!).
BEISPIEL:
90 231 70 1 391 190756
A= {110 336 110 o x0) M ) 1 556 272836
70 231 90 1 391 190756
. T .
Mit ¢ = (1,1,1) erhdlt man

Ve gy, 2200 L 49,05
(x (©) -
/C) (x /C)

2 lauten die normierten Vektoren x(k)

Fir J / %39
1 0.703237 0.699160
1 1 1

1 0.703237 0.699160
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Die exakten Werte sind

0.7
A1 = 490 ’ Az = 20 ’ X, = 1 .
0.7
Ay
Aus dem kleinen Verhdltnis . = 0.04 erkldrt sich die schnelle
1
Konvergenz.

Zur Berechnung der weiteren Eigenwerte bjildet man die Matrix

-1

T (A - v I)_1 . Diese hat die Eigenwerte (Ai-u) mit

den Eigenvektoren xi. Zur Berechnung von l2 wdhlt man u

‘ so, daB
Ia, = ul < a; -l , it2 .

=1

Dann ist (kz-u) betragsgr6Bfter Eigenwert von T. Diesen

kann man nach der Potenzmethode berechnen. Zur Bildung wvon

X(k+1) (k)

=T x ’

(A - uyx (K1) L (R

muf man bei jedem Schritt ein Gleichungssystem mit ein und der-
selben Matrix 1l6sen. Man braucht also die LR-Zerlegung nur ein-

mal durchzufiihren.

Dieses Verfahren heift "inverse Potenzmethode" oder Wielandt -

-Iteration.

Sei nun A eine beliebige Matrix mit Jordan'scher Normalform J,

also
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J1 AQT
A=x3x"' , J-= . ;o J, = Lo
Jr Al
Die Eigenwerte A sind also nach geometrischer Vielfachheit

%

gezdhlt und nach abnehmenden Betrigen geordnet:

EVR I PSR P
: (k) _ (k=1) . P .
Seien x = AX die Vektoren der Potenzmethode. Mit
x(k) = Xy(k) wird y(k) = ny(k—1) . Spalten wir y(k) auf
in Teilvektoren y(k) der Ldnge vV, s 8O entsteht
k
y
k k-1) (k) k_(O k .
yé ) - ngé Yy = J,¥, ) ¢ 2=y, y( . .
(k)
Yy

Zur Berechnung von Jk setzen wir

'3
0 1 0
J =A I+N , N — .. ...
L 2 L L 0 . 1
0]
g
Wegen N,° =0 wird dann fir k > v
v2—1
k _ k _ k. ,k=v _v )
T, = (A, IT+N,)" = D L )¢
v=0
v =1
k X k,,=v v
= A ) (LA, Ny
v=0
k
= Mk

mit einem Polynom Mzk vom Grade < Vo in k. Damit haben wir
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(k) _ k(0

yl - I3 Lk yl ’ L = 1,...,r

(k)

Um nun wieder zu den x zuriickzukommen, zerlegen wir

,...,Xr) mit (n,v ) - Matrizen X, und haben dann

P

(%)
X, v =
T %

k (0)
Ao X Mo ¥y .

I o~1H

»

I

>

o
| o~

L 1

(k)

Diese Darstellung von x _ ist der Ersatz fiir die oben be-
nutzte Entwicklung nach Eigenvektoren, in welche sie fiir

v, = 1, £ =1,...,r 1Ubergeht.

Wir untersuchen die Potenzmethode nun fiir verschiedehe Fadlle.

Fall 1: Es gibt einen Eigenwert A1 maximalen Betrags, und

es ist p(A1) = G(A1) = p.

Es ist also

A1 = Az = = Ap 7 prl > lxp+1l i ct i Ixrl 4
r
(k) ‘Z’ k (0) k (0)
% = AT M.y + Y AT M, Y
0= 2 Lk * 2 f=p+1 2 2k 2
Fir 2 =1,...,p ist v, = 1 und Mzk die (1,1) - Matrix 1.

Alsc wird

x) _ .k f ° (0) L Ay (0)
x ‘M{Q_ZXJLY!L ¥ Zi<%>X2M2kY’L }

Hier ist X ein Eigenvektor zum Eigenwert A1,

und~.rk hat

die GrdBenordnung
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wo Vv = Max v,. Damit hat m an in diesem Fall die gleichen

Verhdltnisse wie im oben diskutierten Fall. Die Konvergenz

ist im wesentlichen (>_\p+1 /Xp)k; der Faktor k\)_1 widchst

so langsam, daB er keine Rolle spielt.

Fall 2: Es gibt einen Eigenwert A maximalen Betrags, aber

1
es ist p(A,) < o(Ar,).

1 1

Wir betrachten den einfachsten Spezialfall p(A1) =1,

c(A1) = 2. Es ist dann

(k) _ .k (0) T .k (0)
XU = A Xy My vy 222 Yo Xy My Yy
. R .
_ Lk (0) <_z> (0)}
‘A1{X1M1ky1 +1o\s Xy Moy ¥y
g=2 1
_ .k (0) .
_}‘1{X1M1ky1 +rk}

Ahnlich wie oben ist r, von der GrdBenordnung
A k
2 -1
- (2) a0 L ke
1
mit v = Max Vo M1k ist ein Polynom vom Grade 1 in k, d.h.
2>1
(0) _
X1M1ky1 = a + kb

, . K »
mit geeigneten Vektoren a, b. Bildet man nun (x ,c) und

bildet die Quotienten zur Berechnung von A so entsteht

1’

e e e e e e [ © et ¢ e+ e e e e el T e e bAsen mtn T T e i S doo it el ST e Sl T eI R P e T S R SR
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X(k+1),c (a,c) + (k+1) (b,c) + (

(k)

Tp417C)

(a,c) +k(b,c) + (rk,C)

(x

1
Ay (140 ()

fir k - «. Man hat also auch in diesem Fall Konvergenz gegen A1,

aber sehr langsame,

Fall 3: Es gibt verschiedene betragsmaximale Eigenwerte.

Wir behandeln wieder den einfachsten Spezialfall

S RN BT P , A, o+ A

~ r 1 2
mit o(A1) = 0(%2) = 1. Es ist dann
r
X) _ .k 0) . .k (0) k (0)
XU E M Ky Tty Xy 223 Yo Xy Moy ¥y
A r AWk
_ 1k (0) 2 (0) 2 (0)
‘A1{X1Y1 +<>\ )x2y2 +Z<>\ >X2M2ky2 }
1 g=3 M
Lk
ok ), (12 (0)
A1{X1Y1 +<>\ ) X, ¥, +rk}

Wie in den friiheren Fdllen geht e ~ 0O mit k -+ =, und zwar

{beinahe) geometrisch. Setzen wir

A .
——2-=el°( ' O < & < 27 '
A
1
sO ist
A k
2 .
<>\—-> =elak=cosak+isinak
1

Der Vektor
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xo Kk
(0) 2 (0)
X1 ¥4 7 ()\1> Xy ¥

ist also (i. allg., d.h. fiir yéo) # 0) nicht konvergent, viel-

mehr oszillierend. In diesem Fall haben wir also keine Konvergenz.

Zusammenfassend haben wir den

SATZ 10.1: Die Potenzmethode kbnvergiert, wenn es genau einen

betragsgréBten Eigenwert gibt. Stimmen filir diesen die algebra-
ische und geometrische Vielfachheit tberein, so ist die Kon-
vergenz geometrisch. Gibt es verschiedene betragsgleiche Eigen-

werte, so ist die Potenzmethode nicht konvergent.

Wir wollen uns nun iUberlegen, wie wir alle Eigenwerte einer
Matrix durch die Potenzmethode berechnen k&nnen. Im Prinzip kann
das - wie oben besprochen - durch die inverse Potenzmethode
geschehen. Wir werden aber eine sehr viel elegantere Methode

finden.

Betrachten wir wieder den Fall n betragsmidfig verschiedener

Eigenwerte, also |A;| > |A,| > ... > [A [, und es gibt n l.u.
Eigenvektoren XqreserX. Wenden wir die Potenzmethode auf n
Startvektoren X#O),...,xéo) gleichzeitig an, also
- - (k) (k)}
X1 = B X , xk—{x1 pee e r Xy ,

so passiert nicht viel Interessantes: Alle Spalten von Xk

k . . . .
werden von A1 x1 dominiert. Um dies zu vermeiden, gehen wir

raffinierter vor. In der ersten Spalte machen wir die ganz

normale Potenzmethode, normieren x§1) allerdings so, daB die

erste Komponente 1 ist:
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(1) _ (0)
r11 x1 = A x1

In der zweiten Spalte wollen wir aber méglichst keine Anteile

von X, haben und subtrahieren daher ein geeignetes Vielfaches
von x(1)-
1
(1) _ (0) _ (1)
Ta2 ¥ @ = A X T2 *y

Ty bestimmen wir so, daB die erste Komponente von xé1) ver—
schwindet. Danach wird Ty, SO bestimmt, daB die zweite Kompo-~

nente von xéj) 1 wird.

Entsprechend geht man in der Spalte Jj vor: Man mb6chte, daR

x§1) mbglichst keine Anteile von x1,..

(1) (1)
X X5-1

.,xj_1 hat und sub-

so, daB die ersten

(1)

verschwinden. AnschlieBend wird x.

trahiert dazu Vielfache wvon
x {1
J

2L BN ]

j=1 Komponenten von

so normiert, daB die j-te Komponente 1 ist:-

(1 _ , (0 _ (1) o (1)
i3 %5 TR T13 % 23 ¥2 Tt T 551N

FaBt man die rij zu der rechten Dreiecksmatrix RO zusammen, SO

lautet dies

X ist eine linke Dreiecksmatrix mit Hauptdiagonale 1. Wir haben

1

hier also die LR-Zerlegung von A X. vorliegen.

0
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Die Potenzmethode lduft nun folgendermaBen: Sei XO = TI.

Ist XO berechnet, so bilde man die LR-Zerlegung

von A Xk’ wo also Xk+1 der linke Faktor ist.

Aufgrund der Herleitung erwarten wir, daB mit k - «

(k)
%4 MR KR
(k)
X5 T T ¥ T Ty %
(k)
Xn ~ r1n X1 + r2n X2 + + rnn xn

mit geeigneten Zahlen rij' Anders ausgedriickt:

X, =+ XR , X = (Xyreeerx)

Nach einer Idee von Rutishauser kann man die Rechnung sehr

elegant durchfiihren: Man setze

-1 _ o
A = Xk A X

k+1 ' k k :

Dann sind die L linke Dreiecksmatrizen mit Diagonale 1,

die Ay sind alle dhnlich zu A. Es gilt weiter

_ -1 _
k B X = (Lp X AKX =L R,

-1

= =1 =
k1 T K BIXgq = (R X )Xy g = R L

k7k°

und

80
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SchlieBlich erwarten wir noch, daf mit k » =«

wobei J die Diagonalmatrix mit den Eigenwerten Az auf der

Diagonalen ist. Damit sind wir beim LR - Verfahren angelangt:

1) AO=A.
2) Ist Ak berechnet, so zerlege man
By = Dy Ry
und setze
By = B Iy

Wir halten noch einmal fest:

Alle Matrizen Ak sind &dhnlich zu A, insbesondere gilt:

1 =1 -1

Bepp = R byp = Ry B R = R Ry g By R Ry

1 ~1

= ... =R ...'RAR..RO=(RC..CRIAR LR
ebenso:
A =R L =1_1a 1. = = (L 'L)'1A(L'
k+1 k "k k “kx“k o k o .
(%) © Lo ... TLyA = AL ... Ly

Damit 148t sich leicht eine spdter bendtigte LR-Zerlegung

fir Ak angeben, es gilt:
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und:

Lo ."'.Lk—Z\Fkr1%?4Rk—2/Rk—2. e TRy =
= B

, womit die Darstellung fiir Ak

Ay e L) By

82

'...'Rg

durch Induktion bewiesen ist.

Wir wollen nun folgendes Resultat iiber das LR-Verfahren beweisen:

SATZ 10.2: Sei A eine (n,n) - Matrix. Es gelte
i) vV A, 3 L,,R, mit A, = L.R,, d.h. das LR-Verfahren sei
i i"i i i1
durchfihrbar.
ii) Die Eigenwerte von A sind betragsmdBig getrennt, d.h.
es gilt:
RS PN BT P
Damit ist A diagonalisierbar, die entsprechende Zerlegung
sei:
A=Xx-J-X , J = diag (Ags...,np)
iii) Plir X und X_1 existieren LR-Zerlegungen:

g o (e

Dann gilt
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lim A, = lim R, = . , lim Lk =T
ko k> 0] . k>

BEWEIS:
Idee: Dufch den Vergleich zwei verschiedener LR-Zerlegungen von
Ak' zeigen wir, daB die Subdiagonalelemente von Lk (linear)

gegen Null konvergieren.

Wir vereinfachen den Beweis, indem wir 2zusdtzlich An * O

fordern.

Wir haben

k
L R, JL_R_

k -k, _k
L+R+(J L J )JR

Sei L = (2..) , dann gilt
- 1575
k. _~k AyS toted
- (M . ) 7
(J'L_J )ij = ( . > 13 , wobei 2ij { ’
\__QL_/ O, i<73J
c, .
1]
also gilt nach Voraussetzung ii) flir 1 > j: Icijl < 1 und
damit
k -k
TLI =1+ F,
mit lim Fk = 0, F, - untere A - Matrix.
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Also:
k _ k
AT = LR (I +F)JI R
= L (I + R+FkR;1)R+JkR_
-~ J
=:Gk
k k
Da Fk-—d 0, folgt: Gk-—» O, also: I + Gk — I

Demnach existiert ein K € N, s.d. V k > K gilt:

(D.h. es existiert eine LR-Zerlegung von I + G, .)

k
k
Infolge Gk-—* O gilt:
~ ~ k
Lk’ Rk — I

Damit haben wir

k ~ g k
A = L L R, J R
* _ky LRk * =
untere obere
A ~Matrix A-Matrix

Andererseits (s.o.):

L, « L, = L, L
R R, = R_R, J°R
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Nun gilt:
L= (L, " L, ) . 'L)=~L_1L_1L~
k 0 : k-1 o °°° k k T+ T+ 7k+1
~_1~ k
—Lk Lk—-) T
_ . . . -1 +1 -1 —17-1
R, = (Rk R)(Rk1 Ro) —Rk+1R+Jk R_R_ J R R
_ -1 =1 -1
- Rk+1R+JR Rk J R
= L k R1
= Ak = Ly Rk — R, J
R, J R—1 ist eine obere Dreiecksmatrix, und mit R, = (r..) ’
+ + + 13°4,5
-1 .
R = ilt:
+ (plj)l,j g
_1 n .
(Ry IR ) y5 = E Tik Mk Pri = Tii A Pii T A

11 k=1

Damit ist Satz 10.2 bewiesen.

Wir wollen an dieser Stelle gleich auf die Schwédchen des LR -

Verfahrens hinweisen:

1) Die Voraussetzungen i) und ii) in Satz 10.2 sind notwendig,

d.h. das Verfahren

- bricht zusammen, falls Ak keine LR-Zerlegung besitzt.

- konvergiert i. allg. nicht, falls X oder x~ ! keine

LR-Zerlegung besitzt.
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Das Verhdltnis: "Konvergenzgeschwindigkeit zu Rechen-

aufwand pro Iterationsschritt (v % n3)"

das Verfahren insgesamt also aufwendig.

ist unglinstigqg,

Insbesondere ist die Konvergenz sehr langsam, wenn

I)\i+1/)\i| M1 ist.

Das Verfahren bricht bei schlecht konditionierten Matrizen

Zusammen.
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§ 11 DAS QR - VERFAHREN

Wir hatten mit dem LR~Verfahren ein erstes Werkzeug zur Be-
stimmung aller Eigenwerte einer Matrix kennengelernt, jedoch

gleich auf dessen Nachteile hinweisen miissen.

Wir wollen nun das in der Praxis am besten bewdhrte Verfahren,

das QR-~Verfahren von Francis (1960) vorstellen.

Setze AO = A
zerlege Ak = Qk : Rk

fir k=0,1,2,... ,
berechne Ak+1 = Rk Qk

wobei die Qk unitdre Matrizen und die R, rechte

k

A - Matrizen sind.

D.h. das QR-Verfahren besitzt die gleiche elegante Form wie das
LR-Verfahren, nur daB wir laufend (aufwendigere) QR anstelle
von LR - Zerlegungen berechnen miissen. Nach Satz 7.1 haben wir
damit ein stets ausfiilhrbares Iterationsschema: Zu einer Matrix

Ak 188t sich stets die QR-Zerlegung finden.

iber die Konvergenz des Verfahrens gibt der folgende Satz Aus-

kunft:
SATZ 11.1: Sei A eine (n,n) —Matrix mit betragsmdRfig getrennten
Eigenwerten |A1| > IAZI > ve. > IAnI.

Dann gilt fiir die iterierten Matrizen des QR - Verfahrens:
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Wir geben nur eine kurze

BEWEISSKIZZE: Analog zum Beweis von Satz 10.2 arbeitet man mit

dem Vergleich zweier QR-Zerlegungen von Ak.

Aus A

KT R O = Q A, Q; folgt wie beim LR - Verfahren:

By 11

I
o

Qk)* AO(QO el Qk) sowie

kK . . . .
F\ = (Qy " v T Q1) (R4 cee T ORY) ,

womit die erste Q-R-Zerlegung wvon Ak berechnet ist.

Die zweite Zerlegung bekommt man wieder iUber die Identitdt

ak = x ¥ x71

, J = diag(x1;...,xn) ; indem man fast wbrtlich
wie im Beweis zu Satz 10.2 vorgeht.

Man nimmt dabei an, da8 X_1 eine LR - Zerlegung besitzt,

ist dies nicht der Fall, so erscheinen die Eigenwerte i. allgqg.
nicht mehr betragsmdfiig geordnet, auch wird der Beweis schwie-

riger. Die restliche Argumentation verlduft analog zum Beweis fir

das LR - Verfahren.

Programm fiir den QR - Algorithmus

Wir nehmen an, daf wir schon ein Unterprogramm fiir die Q-R-Zer-

legung nach Householder besitzen:

House: Proc (A, Vek)

Der Aufruf erfolge mit A - die zu zerlegende (n,n)-Matrix

Vek - ein beliebiger (n) - vVektor . - .
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Das Unterprogramm berechne die QR-Zerlegung und iiberschreibe
die Eingangsdaten wie folgt:
12 F13 © Tig T T
t23 F24 T T2
A « v1 v, * ] ’ vek <« . ’
. r - r
n-1,n nn
-
n,n
Vh-1
wobei rij die Elemente der oberen A -Matrix R und VyresesVi_q

die nichttrivialen Anteile der Transformationsvektoren des

Householderalgorithmus sind.

D.h.
Q*
/ A
R—‘Sn_1 - . S1A
0]
. } (j=1) - filhrende Nullen
mit S.=71-2v.v*, v.= O
J J 3 J
V. n-7j+1
| Jhn-s
Wegen ijH = 1 folgt S? = I, so daB gilt
R:Q=R*S, " ... S _,

Bei der Berechnung von R *Q wollen wir natiirlich nicht n -1

89
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Matrizenprodukte bilden, sondern - -uns die Struktur der Sj zunutze

machen:

Sei B eine (n,n) —Matrix mit Zeilenvektoren b?,...,bi , also

T T
b1 b1
. ~ oy
B = . = B+§g, = (I -~ 2v.V.)
j . i3
T T '
bn bn
T _ T ~ *
b1 2(b1v vj)v
T _ T. *
bn 2(bn v.)v

D.h. wir miissen fiir die Rechtsmultiplikation mit Sj im wesent-
lichen n Skalarprodukte und n Vektoradditionen der "L&nge"

n-3j+1 Dberechnen.
Der Rechenaufwand fir die Berechnung einer Zeile von R+ Q ist durch
. 2
2 ] (n-3j+1) =n° +0(n)

R.0O. gegeben. Daraus folgt ein Gesamtaufwand filir die Berechnung
3

des Produktes R - Q von n- + O(nz) Rechenoperationen.
Nun k&nnen wir ein einfaches Programm zum Q-R-Verfahren angeben,
Der Einfachheit halber geben wir uns eine obere Schranke K max
von Iterationen vor, die wir stets durchfiihren wollen. Es gibt

natlirlich bessere Abbruchkriterien fiir die Iteration, wie:
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"Quadratsumme der Subdiagonalelemente < e "

oder "Enderung des Diagonalvektors in der Norm < e, "

17 €5 passend.

/* Alle Eigenwerte von A mit dem QR - Verfahren x/

Do K=1 to Kmax;

Call House(A,Diag); /* QR-Zerlegung */
Do L=1 to N; /* Wir schreiben die obere x*/
Do I=1 to L-1; /* Dreiecksmatrix in das */
R(L,I)=0; /* zweidimensionale Feld R */
End;

R(L,L)=-Diag (L) ;
Do I=L+1 to N;
R(L,I)=A(L,I);

End;
End; /* Ende Abschreiben */
Do J=1 to N-1;

/* Berechnung von R* Q=R - S1' A Sj */

/* mit Uberschreiben auf R * /

Do I=1 to N;
/* N Zeilenvektoren von R */
Skalpro = O
Do L=J to N;
Skalpro = Skalpro + R(I,L)*A(L,J);
/* (I-te Zeile von R)*(K~-te Spalte von ‘A) */
End;
Skalpro = 2 * skalpro;
Do L=J to N
R(I,L)=R(I,L)-Skalpro *A(L,J);

End;
End;
End; /* Ende J, in R steht */
A=R /* nun das Produkt R * Q */
End; /* Ende K *x/

Do I=1 to N;
Ew(I)=A(I,I);
End;

91
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BEMERKUNG: Das Verfahren ist in dieser Primitivform wenig

effizient. Gdngige Verbesserungen sind:

- Anfdngliche Transformation von A auf Hessenbergform,
man zelgt leicht, daB dann alle iterierten Matrlzen

'Ak ebenfalls Hessenbergmatrlzen sind.

- Konvergenzbeschleunigende Shift-Techniken, darunter

versteht man die Spektralsverschiebungen:

Es ist allerdings ein diffiziles Problem, eine gilinstige

Wahl fliir s

K zu finden.

Wir wollen noch kurz vermerken, was passiert, wenn die Voraus-

setzung der betragsmdBig getrennten Eigenwerte nicht erfiillt

ist,

a)

c)

gilt filir ein A c(Ai) = p(Ai) > 1, so &ndert sich nichts.

ist o(Ai) > 1 und o(Ai) > p(Ai), so konvergiert das

Verfahren extrem langsam (Besserung durch shifts moglich).

sind mehrere Eigenwerte betragsgleich, d.h. gilt:

> Il > > I = Al = e = 0G0 > Iag gl > eee > ]

gilt (wie auch beim LR-~Verfahren) eine etwas modifizierte

Konvergenzaussage:

92
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Die Elemente von Ai’t konvergieren i. allg. nicht, jedoch

konvergieren die Eigenwerte wvon Ai’t gegen At,...,ks.
Dieser Fall kann bei reellen, nichtsymmetrischen Matrizen

auftreten, die Eigenwerte sind dann konjugiert zueinander.
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FEHLERABSCHATZUNG BEI EIGENWERTPROBLEMEN

SATZ 12.1 (Gerschgorin): Sei A (n,n)-Matrix und seien

r, = ] la.l
1 45y 1
Kk, ={z ecC |z - aiil < ry)

Flir die "Gerschgorin-Kreise" Ki gilt dann:

n
a) Alle Eigenwerte von A sind in U Ki enthalten.
i=1
b) m der Kreise Ki seien punktfremd mit den restlichen Kj.
Dann haben die in der Vereinigung dieser Ki liegenden
EWe zusammen genau die algebraische Vielfachheit m.
Beispiel:

3 2 1 -2 r1 =5
1 11 0 1 r. = 2
A = 2
-1 0 12 -1 r3 = 2
-3 1 ¢ 3 r, = 4

11 12 13 i

2 EWe

2 EWe
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Beweis:
Zu a): Sei A EW und x EV von A mit ||x||°° =
n
Ax = Ax ® .51 i9%5° AX ;, 1 <i<n
Jj ) )
= (a,.-AN)x, = - ) L X
ii i 581 373
= lag; —MIx 0 = 7 el <
ii j4i 13 J
< 2 lagsllixll, =
j+i 1
i=1i =ja, ;, =l < r, = x€K, = a)
o i i - i i
oo o o
Zu b): Sei fir O < t < 1 A(t) =D + (A-D)t
a4 0]
mit D = :
0] a
nn
Es gilt: A(0O) =D und A(1) = A

Lemma: Seien Ai(t) die EWe von A(t). Dann sind die

stetige Funktionen von t.

Ist xi(to) algebraisch p-facher EW, so hat _Ai(t)

A
i

bei

t

o]

eine hdchstens p-fache Verzweigung (d.h. es gibt Umgebungen

von t und V von xi(to), so daf3 fir t € U A(t)

(e}

Eigen-

werte in V besitzt, die zusammen genau die algebraische

Vielfachheit p haben).

(t)

95



Teil 2 96

A(t) hat die Gerschgorin-Kreise K, (t) ={z€¢ : [z—aiilg_t- r,}
Fir t = o ist b) offensichtlich erflillt. Ebenso fiir hinreichend
kleines t , so daB die Gerschgorin-Kreise fir verschiedene

asy punktfremd sind, da aus dem Lemma folgt, daf die Eigen-
werte nicht aus einem Kreis in einen punktfremden anderen

Kreis "springen" k&nnen. Dieses Argument gilt auch, wenn bei

wachsendem t einige der Kreise sich beridhren oder Uberlappen

und fihrt auf die Behauptung b).

Der Satz von Gerschgorin ist ein Beispiel fiir einen sogenannten
Lokalisierungssatz. S&tze dieser Art sind flir die Praxis

sehr wertvoll, da sie ohne Rechnung einen Uberblick {liber die
ungefdhre Lage der Eigenwerte geben. So interessiert in der

Elektrotechnik oft nur das Vorzeichen von Re X

SATZ 12.2: Sei A Hermite'sch und seien A, x N&dherungen fiir

einen EW von A mit zugehOrigem EV.

Dann gibt es einen EW Ak von A mit
|| all
A = A 2 —2
%11,
BEWEIS: Sei {x1,...,xn} das Orthonormalsystem der EVen von A.

o]

x€@ e x= ] oix e =aix , llxl2 = ] |2
Lo CiFi o 51 TR ' 2 T L 1¢y
1—1 i=
n
d = Ax-Ax = .Z cl(Ai--A)xl
i=1
n n
2 2 2 2 . 2 2 2
|4l Yo I =A% = ) Jegl” min A =aC = [Ix]|5 A, = A
2 i=1 i i = i <icn 1 I “ ”2 l k |
7
|n =212
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SATZ 12.3: Seien A, B Hermite'sche (n,n)-Matrizen. Dann ‘kann

man die Eigenwerte Ai von A und die Eigenwerte My von B

so anordnen, daR

l)\i - Ui'

< |la-Bjl,

ist.

BEWEIS: Sei Ai Eigenwert zum Eigenvektor x.l von A . Dann

ist

I
@
I
Z
y

und damit

|l all

I A

13-l lx, I, .

Nach Satz 12.2 gibt es einen Eigenwert W, von B mit

lall,
g = gl o — <

18- all, .

SATZ 12.4: Sei A eine (n,n)-Matrix mit Eigenwerten A1,u.,xr,

und sei v die maximale Ladnge der Jordan-Kdstchen von A. Sei
X eine Matrix, welche A auf Jordan'sche Normalform bringt.
Sei A=A+ ceF, O<e=< 1. Dann liegen sdmtliche Eigenwerte

von A€ in der Vereinigung der Kreise

K ={z € ¢: |z-1x | 151/\’(1+k(x))||FHm} .

L L

BEWEIS; Es ist A = X-JX—1. Also haben A + ¢F, J+e¢G mit
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G = X_1E‘X die gleichen Eigenwerte. Wir behandeln zwei Fille.

1) J besteht aus genau einem Jordan-Kidstchén der Linge v = n.
Sei D die Diagonalmatrix mit der Diagonale 1, 61/v,“.,€(v4)/v.
Dann ist
A A 1/"1/
Ao -1 A e /Y
J = r D JD =
1 1/v
A A

Die Matrix . D_1(J + ¢G)D hat die gleichen Eigenwerte wie
A + €F. Wir wenden den Satz von Gerschgorin auf D—1(J-+eG)D
an. Die Gerschgorin - Kreise haben Mittelpunkt A + €94, und

Radius

Jeder Eigenwert u von Ae liegt in einem dieser Kreise, also

|x + € 95" ul < r,

fir ein i . Es folgt

o= ul < elggyl +ory

n
61/V(1

321

VA + el )

A



2)
setz

dann

Anwe
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E1/\)

| A

(1 + kX |Fll,)

J bestehe aus mehreren Jordan-Kastchen

t man D aus Diagonalmatrix D ,Dr

g

p '3+ @D

ndung von 1) ergibt die Behauptung.

J

1,.0

.,Jr

Dann

99

zusammen und hat
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LOSUNG VON GLEICHUNGEN

§ 13 Existenz von L&sungen
Beigpiele:
2 -
1) f(x) =x" -2px-g = 0
1. Fall 4 = p2 + g > 0 : 2 Nullstellen
2. Fall d =0 1 Nullstelle
3. Fall 4 < O Keine reelle Nullstelle
3 ? . -
lly Nz PP 499:0
3 C)uﬁ&l}"’; X = Li~[- P/3 LT&()&A’«W:I\W‘U}}\?HL@)/
2) f(x) = x~ + 3px ~2q =0 Jamm g b 5i 8 Lo mobonllinds ¥igren
L-)()SD,; ‘F(((L =¥} /‘q/ éle é‘a’lf&)ﬁixwl“&q— "‘g,l_“l‘mJ N 2
Fliir die Nullstellen gelten die "Cardanischen Formeln": o
' CTM'\'Q?JJL& (<00 —15C#)
X, = u+v; x2 = s1u-F52'v ; x3 = €5 u +e1 v
mit:
u = (q+/5')1/3;v= (q—/c_f)1/3;d=p3+q2
e = -1 1z iv3)
142 2
Das Problem ist hier zwar analytisch geldst, die Formeln
helfen aber in der Praxis nicht viel. So gilt z.B. fiir
lp] << |q]: /@ =~ |qg|, so daB bei der Berechnung von u
oder v Ausldschung auftritt.
3) f(x) = x - tanx = 0O

Dieses Problem tritt bei der Berechnung der Schwingungen

eines Balkens auf.
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Einen Uberblick iliber die L&sungen gibt die folgende Skizze:

Yy 1

y = tan xi

X
o
stellen Ek , k=1,2,... . Mit Ek ist auch —§k Null-

= 0. In den Intervallen (k= ,(k'F%)ﬂ) liegen Null-

stelle.

Berechnung von Nullstellen:

Primitiv-Verfahren: Intervallhalbierung ( &”Nﬂﬁmw,)

f(x) 1 f(a)*£f(b) <0, f stetig in [a,b] =

f hat Nullstellen im

. , N Intervall [a,bl

/// m b
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Die Funktion wird in m = %(a—kb) ausgewertet, dann wdhlt man

das Teilintervall, in dem eine Nullstelle liegen muB.

Das Verfahren ist vergleichsweise aufwendig und daher nur fiir

sehr einfache Probleme geeignet.

Zur Verallgemeinerung auf hdhere Dimensionen bendtigen wir

den Begriff des Fixpunktes:

Definition 13.1: g:D - D; x € D heiBt Fixpunkt von g ,

falls g(x) = x .

Bemerkung: Wir untersuchen ab jetzt stets Gleichungen der
Form f(x) = x. Jede Aufgabe g(x) = O 1ldBt sich trivialer-
weise in der Form g(x) + x = x als ein solches Fixpunkt-

problem formulieren.

Satz 13.1 (Brouwer): Sei D Hgl konvex und kompakt sowie

In

g: D> D stetig. Dann hat g 1in D einen Fixpunkt.

Beweis: n =1, D = [a,bl

Wenn g(a) = a oder g(b) = b, so ist bereits ein Fixpunkt
gegeben. Also g(a) > a und g(b) < b. Dann hat aber f(x) =
g(x) = x nach dem Zwischenwertsatz eine Nullstelle in (a,b)

und g somit einen Fixpunkt.

Der Beweis flir n > 1 findet sich in: E. Burger, Einfiihrung

in die Theorie der Spiele,2. Aufl., S. 162-165, de Gruyter.

ods andh Moo laisor Jbos B Ao Rnabynin 1L - 543~ 604

102
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Beispiele:
*q
1) X, — sin (x24-e ) = O
%2
Xy = cos(x1-e ) = O
%4
51n(x2-+e ) x1
Setze g(x) = x, , X =
cos(x1-e ) Xs
D= {x € R : [|x|| , < 1} ist konvex und kompakt.

g 1ist stetig in D wund es ist g(D) < D, also hat g

X

einen Fixpunkt x = 1 in D, der das Gleichungssystem

X
16st. 2

\

2) Typische Anwendung des Brouwer'schen Satzes in VWL sind

Gleichgewichtsprobleme: Ein Markt bestehe aus n Giitern

mit Preisen x1

Bestehen die Preise x = (X

X, 20 und aus m Nachfragern.
1 xn), so kauft der t-te

Nachfrager die Menge f%(x) von Gut i. Die totale Nach-
1 f@)/ m N}
frage nach Gut i bei Preisen x ist dann i(x) = ) fibd.

Man sagt, der Markt sei im Gleichgewicht, wenn

fi(x) <0 , i=1,...yn , f.(x) =0 falls xi:>O.

Wir machen nun die Voraussetzungen:

, g
1) Die Nachfrage hdngt nud von den relativen Preisen ab,

d.h. fi(tx) = fi(x) fiir t > O.
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2) Der Markt ist abgeschlossen, d.h.

Il ~3

£
: X fi(x) =0 ;, 2 =1,...,m

i

n
3) Die fi sind stetig auf S = {x, > 0: J x, = 1}.

SATZ 13.2: Unter den Voraussetzungen 1), 2), 3) gibt es einen

Preisvektor x, bei welchem der Markt in Gleichgewicht ist.

BEWEIS:
X, + Max (O,fi(x))
g:S > S mit gi(x) = o
1 + ) Max (0,£, (x))
k=1
Nach dem Satz von Brouwer gibt es ein x € S mit g(X) = x.

Um nachzuweisen, daB X ein Gleichgewichtspunkt ist, bleibt
zu zeigen: Max(O,fi(E)) =0; 1i=1,...,n. Dies ist eine

einfache tUbungsaufgabe.



Teil 3 105

§ 14 Iterationsverfahren

Iterationsverfahren gehdren zu den wichtigsten Hilfsmitteln der
praktischen Mathematik. Sie berechnen eine Folge wvon Ndherungen,
welche gegen die gesuchte L&sung konvergieren. Grundlage der Ite-
rationsverfahren ist der Fixpunktsatz fiir kontrahierende Abbil-

dungen.

Definition 14.1: Sei Dg;Rn und g : D ~» R? eine Abbildung.g heift

kontrahierend in D (bez. {|-||), falls es ein g mit O < g < 1 gibt
mit > /1 6‘&4\‘“«(&1% [S2IVION b(z\\f( ' 0ol

‘i o(‘ Le Lr u;(' !
vx,yeD ||g(x)-gX) || = dllx-y|| o [g'ov]«q <« 4

P
L " Beispiele: 1) Sei D = [a,b] und g in D stetig differenzierbar
mit g = Max |g'(x)]| < 1. Dann ist g in D kontrahierend (bez. Be-
D
trag als Norm) .
2) Sei D c R™ konvex und g : D - R™ in D stetig differenzierbar. Sei
994 994 \
X 39X \
1 n
g' =
o 2
8x1 axn
Py die Funktionalmatrix von g. Sei g = Max ||g"(x)]|| _< 1. Dann ist g
R in D kontrahierend (bez. [ -] ). D

Beweis: Sei ¢(A) = g(Ax+(1-A)y). Nach der Kettenregel ist
o' (A) = g'(Ax+(1-7A)y) (x-y)

also

g (x)-g(y) ]I,

o (1) =o (o) ||,

A

Maxy@'(x)l‘m (7))

14

£ Max ||g' (Ax+(1=2)y) (x=y) ||
[0,1]

< Max ||lg' (x) || ==yl
D

IN

alx-y L,
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Satz 14.1: (Kontraktionssatz, Fixpunktsatz von Banach):

Sei D ¢R" abgeschlossen und g : D -~ D in D kontrahierend.

Dann hat g in D genau einen Fixpunkt X . Das Iterationsverfahren

x(k+1) = g(x(k)), k =0,1,...

(o)

konvergiert fiir jede Wahl von x € D gegen X , und es gilt

k
- 1
-1 s 352 1= -x O,

Beweis: 1) Es ist
k+1 k
”X( )_X( )”

I

g [[x ¥ -x &1y

- -2

< q
0
< qk ”X('I)_X(X)“,
also flir & > j
. -1
1 k
e I I A=Y
k=]
N P
k=17
-1
R PR
k=17
= qj (14g+... ql_1_j)llx(1)—x(o)H
9’ (1)__ (o)
(%) SR - E S 1

denn es gilt die Formel fiir die geometrische Reihe

y q) = T%a fiir |q| < 1.
j=0

Also hat man Hx(%)—x(J)H ~ 0 fiir &,j -~ «. Die Folge x (K
ist also eine Cauchy-Folge, d. h.

)

lim = X

k »oo
und X€D weil D abgeschlossen ist. Da g stetig ist, gilt
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= (kD) (k) |

= g(x > g(x),

d. h. x = g(x).

2) Eindeutigkeit: Seien X,x Fixpunkte von g in D. Dann ist
%% = lg(x)-g(x)|| < of| x-x||
und aus g < 1 folgt X = X.

3) Fehlerabschdtzung: LadBt man in (%) - streben, so erhdlt man

-~ 1 j .
B e EALECSaal I

Beispiel: Wir versuchen, die LOsung von X = tan x in [m,31/2]
durch Iteration nach Satz 13.1 zu berechnen und iterieren gemds

Y
x(k+1) = tan x(k)

Wir haben g(x) = tan x, und es ist g'(x) = L 2 1. g ist also

cOs X

in [n,ég] nicht kontrahierend. Wir miissen unsere Gleichung erst in
eine geeignete Form bringen. Dazu schreiben wir filir x€[w,37/2]
X = tan x <=> x = tan (x-m)

<=> arctan x = X-T1

<=> x = T7w+arctan x.
- Nun setzen wir
o D = [ﬂ}%}] , 9g(x) = m+arctan x.
Offenbar ist g(D) € D und g'(x) = A 5 also g
T+x
kontrahierend in D mit g = A 5 = 0.092 < 1., Wir kdnnen also Satz 1%.1
= 1+m
anwenden und x berechnen:
h k
K < (K) ?—q Ix(1)_x(0)| Ty )
0 3.1416 - -
1 4.4042 0.13 0.0892
043
2 4.,4891 0.012 0.0892~
3 4,.4932 0.0011 0.0002
4 4.4934 - - .
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Welche Fixpunkte kann man mit dem Iterationsverfahren be-
rechnen? Der folgende Satz gibt dariliber Auskunft:

Satz 14.2: (Lokaler Konvergenzsatz): g : R™ > R" besitze

einen Fixpunkt x , und g sei kontrahierend in einer Umgebung

von X . Dann gibt es eine Umgebung U (x), so daB das Iterations-

verfahren x &t _ g(x(k)) fiir jedes x(O)EU(§) gegen x konver-
giert.
Beweis: Wir kdnnen annehmen, daB g in D = {x€R" : |[x-X|[sr}, r > O,

b
kontrahiert sei mit der Konstanten . Dann ist g(D) & D, denn flir
X€ED ist

lg(x)-x|| = [lg(x)-g(x) [|s q|x-x|[ £ qr <=, )
also auch g(x)€D. Die Behauptung folgt nun aus Satz 13.1.

Wir wollen nun noch ein MaB fiir die Konvergenzgeschwindigkeit

einfihren:

Definition 14.2: Sei x(k) eine Folge in R” mit lim x(k) = x.
k

Diese Konvergenz heiBit von der Ordnung p(p=1:

lineare Konvergenz, p=2 : quadratische Konvergenz), falls

es eine Konstante C gibt mit
I%-x S < z=-x TP, x = 0,1,...
Fiir p=1 wird C <1 verlangt.
Satz 14.3: Die Konvergenz im Satz 1%%% ist linear.

Bewels: Es ist

1%-x 5 = g g x By ]

MO

1A

all x-
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§ 15 Das Newton-Verfahren

Wir suchen eine systematische Methode, ein vorgegebenes Problem

der Form:

Gegeben: £ : r" - ®" H

gesucht: ¥ € R" mit £(X) = O

so zu formulieren, daB die Voraussetzungen des lokalen Konver-
Y

genzsatzes (Satz 15.2) automatisch erfilillt sind. Die Gleichung

muB also als Fixpunktproblem formuliert werden, so daB das

Iterationsverfahren konvergiert.

Das einfachste ist,

zu setzen. Dies ergibt zwar ein Fixpunktproblem, die Konvergenz

des Iterationsverfahrens ist aber nicht gesichert. Sei daher:
g(x) = x + T(x)f(x)

mit einer geeignet zu wdhlenden, nichtsinguldren (n,n)-Matrix T.

f(x) = 0 gilt genau dann, wenn X Fixpunkt von g ist. Nach
&;J.Dful'lf {w w . /{
Satz—15-2 ist das Verhalten von ||g'(x)]|]_  fiir die Konvergenz

des Iterationsverfahrens entscheidend. Wir berechnen die Ab-

leitungen von

gi(x) = x, +

Il ~18

tij(X)fi£X)
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g, (x) 5(% n ot . (x) of . (x)
= =4+ 7 (—J—‘J——f.(x)+t..(x)-—-—3——>
Xy ik =1 axk J ij Bxk

(;abei ist el das (i,k)-Element der Einheitsmatrix)

Durch geeignete Wahl von T wollen wir ||g'(x)|| in der N&he

von x klein halten. In x gilt:

I + T(x) £'(X)

g'(x)

Wdhlen wir nun

1

T (%) - (£' (X)) ,

so ist g'(x) = 0, |lg'(x)||_ also klein in der Ndhe von X .

Da wir x nicht kennen, setzen wir

T(x) = - (£'(x))"]

flir alle x und haben dann

1

g(x) x - (£'(x)) ' £(x)

Dies fiihrt auf das folgende Iterationsverfahren:

k+1 k

e T T

f(xk) "Newton-Verfahren"
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Beispiel: f(x) = x2-2, d.h. Berechnung von x = /2
) o x - £ _ L _xf-2 1,2
g - f'(x) ~ 2% 2 X
k+1 _ 1 k 2
X _E(X + -5 )
X
k Xy Anzahl der korrekten Dezimalen
(erste falsche Dez. unterstrichen)
o) 1 1
1 1.5 1
2 1.417 3
3 1.414216 6
4 1.414213562 10

Bemerkung:

Praktisch benutzt man in hOheren Dimensionen das Newton-
Verfahren in der Form

f'(xk)(xk+1 _ xk) - - f(xk
So muf anstatt der Invertierung von f'(xk) (n3 Operationen)
nur noch ein lineares Gleichungssystem geldst werden

(% n’ Operationen).

-1

Co YR i
'ﬁ]()(&) ‘g? (% 21) (ind oL o/d) o ry<Q/> C)/()Q,'(/VQIAVLLX]"S:S/D[Q/}]M

fod) - x = [ud)

L ) B 3
J,;M?z [~ P»zar&(a,,;w bér ﬁj (xg‘/ vh%wzr?‘d Coednud,
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Eine andere Herleitung des Newton-Verfahrens ist die auch

‘urspriinglich von Newton verwendete Herleitung durch Lineari-

sierung:
j)ﬁ t ]\f Al /{\)\/ ’ \()IIA %‘
Nach dem Satz-von- Taylor‘gLL

It I/

f(x) = £(x°) + £'(x°) (x - ¥°) +©e,;(x—xo)
mit .
~ ‘

Y I P s

(o 1

Fiir x gilt:
0 =f(x° + £'(x°) (x-x°) + e(x-x°

Durch Vernachldssigung der in e 2usammengefaften Glieder

hbherer Ordnung ergibt sich die Gleichung

0 = f(xo) + f'(xo)(x1-xo) s x1 = x° - (f‘(xo))_1f(xo),

also das Newton-Verfahren.

Satz 15.1: f: Hfl-+ ﬂfl besitze die Nullstelle x und sei in

einer Umgebung von X zweimal stetig differenzierbar. £'(x)

sei nichtsingular.

Liegt x° hinreichend nahe bei X , so konvergiert das Newton-

Verfahren quadratisch gegen x.

Beweis: Es gilt g'(X) = O, d.h. in einer Umgebung von x gilt
lg'x)||, < % . Nach Satz 14.2 konvergiert die Folge &+
g(xk) gegen X, falls x° hinreichend nahe bei X gewdhlt

wurde.
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Zum Nachweis der quadratischen Konvergenz bilden wir

~—

1
Sz = xkox - (f'(xk)> (f(xk) - £(X

)

O

Der Satz von Taylor liefert:

£(X) - £(x5) = £' (x5) (F-x5) + (% - xK)
mit

-k k, 2
lle(x-x")]] |

IA

M| x - x

Damit folgt:

-1
LIS S (f'(xk)) (f'(xk)(E—Xk) + s(E-xk))

-1
xk-§ + X- x5+ ((f'(xk)> s(§-xk)

-1
(f‘(xk)> e (X - x¥9)

Da f'(x) nichtsinguldr ist, bleibt f'(x) 1in einer Umgebung

von X beschridnkt. Fiir hinreichend groBe k gilt dann:

-1
£ &9 < N<e
und damit

[E—-] [Pl .

A

Was passiert bei singuldrem f'(X) ? Wir betrachten den Fall
n=1: Sei f'(X) =0 aber f'(x) + O in einer Umgebung

V(x) ~ {X1}.

Sei f(x) = (x-%X)2p(x) mit p(X) % O .
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Mit £'(x) = 2(x-X)p(x) + (x—§)2p'(x)
und £"(x) = 2p(x) + 4(x - x)p' (x) + (x-X%X)7 p" (%) I%
erhalten wir:
5o = 2 (x _ ff-(f;))> _ f(x);f"(x) _ (X—§~)_22p(x) -2p(x)(1__+%(x—§))
£2(x) 4(x-%2(px) +0(x-%)) 7

[

I

(1 + 0(x - X))

N —

Mit g'(x) = % folgt nach Satz 14.2 lineare Konvergenz. Fir

f'(§) = 0 geht also die quadratische Konvergenz verloren.

Geometrische Interpretation des Newton-Verfahrens:

Fir n = 1 148t sich das Newton-Verfahren geometrisch veran-
schaulichen:

A
y 1) st die Nullstelle

der Tangente

(k) (k) (k)

y=£f(x")+f'(x ) (x~x ) an

y=f(x) in x K,

1
0
i
1
I
'
1
F

1

A +
% LK (k)
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Eine Vereinfachung des Newton-Verfahrens ist das Sekanten-

verfahren ("Regula falsi"):

A
Yy
.'
x ]
o b4 i
X, ’
Die Startwerte x(o) und x(1) werden willkiirlich gewdhlt.
Die Sekante wird durch
(1), _ (0)
v= £eMy 4 (= xMy B D-f0x ')
o < (1) __(0)
beschrieben. Flir die Nullstelle x(z) gilt:
2) 1 (£ 5O N
x X' = My _ (O Bl D)
X - X -

Gegeniiber dem Newton-Verfahren ist die Ableitung also durch
einen Differenzenquotienten ersetzt worden. Man erhdlt die

Iteration:

L) k) xR (D)
£(x Fhag (x K71y

£ (x ()



Teil 3 117

§ 16 Iterationsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme

Das Standardverfahren zur LOsung linearer Gleichungssysteme
ist das Eliminationsverfahren. Beili sehr grofen Systemen wird
der Rechenaufwand jedoch zu grof, hier zieht man Fixpunkt-~

verfahren vor.

Sei Ax = b 2zu l6sen. Wir zerlegen die (n,n)-Matrix A in

A=D+ L+ R mit:
0 0]
a11 0]
D = . , L= as 4 ’
0 a : ‘.
nn
n1°* ®an-1 ©
0] a12 o . a1n
R = . . .
an—1,n
0 0

Vvon den vielen Iterationsverfahren, die zur L&sung von

(D+ L + R)x = b entwickelt wurden, behandeln wir vier:

1) GS-Verfahren (Gesamtschritt- oder Jacobiverfahren)

Es beruht auf der Iteration
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k+1

Dx +(L+R)xk =b , k=0,1,2,... mit einem Startvektor x©

Flir jeden Iterationsschritt benttigt man n2 Rechen-
operationen und n Divisionen. Werden weniger als %1}//
Schritte benttigt, ist das Verfahren schneller als das

Eliminationsverfahren.

ES-Verfahren (Einzelschritt- oder GauB-Seidel-Verfahren)

Mit der Iteration:

(D-I-L)xk+1 + R}J< = b ’ k=O,1,2,...,’xo Startvektor

Der Rechenaufwand ist genauso hoch wie beim GS-Verfahren.
Der Unterschied zum GS-Verfahren besteht im Einsparen
von Speicherplatz, wie die folgenden kleinen Programme

zeigen:
procedure GS (x, k max);

comment Fliihrt kmaX Schritte des GS-Verfahrens mit dem

k
Startvektor x durch und schreibt x max auf x

for k = 1 to k do

max
begin
o .
X~ = Xi
. _ _ O .
for i = 1 to n do x; = (by ) aj xj)/aii,

J#i
end;

o e i e ek e i i e e e e e T AT AR e | et S i Y T e s e < Tader S o
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Man bendtigt zusdtzlichen Speicherplatz fiir den Vektor x°.

Dies wird beim ES-Verfahren vermieden:

procedure ES (x, kmax);

comment Fihrt kmax Schritte des ES-Verfahrens mit dem

k
max

Startvektor x durch und schreibt x auf x.

for k

il
—_—

to k do
max

to n do x; = (b; - } a..)/a;

I
—_—

for i

Betrachten wir die ersten Schritte des Verfahrens:

o+1)x5T + rRx® = b
n

k+1
a,, X + ) a,. X.=>b
11 ™1 522 13 73 1

k+1 k+1 ° k
ay, X,  + a,, X, - j£3 3y %5 = b, u.s.w.

. k+1
Zur Berechnung der i-ten Komponente von x benutzt das

ES-Verfahren also bereits die vorher berechneten

k+1 k+1
X X

1 reser X4 - Die Komponenten x?, ...,x? werden nicht

mehr benttigt und kénnen daher iliberschrieben werden.

Diese Einsparung von n Speicherpldtzen £fd11lt natiirlich

nur ins Gewicht, wenn die Matrix A , die n2 Speicherplédtze

bendtigt, nicht abgespeichert wird.
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Beispiel: Dirichlet-Problem:

Gesucht ist eine in Q = [0,1]2 stetige und im Innern zwei-

mal stetig differenzierbare Funktion u mit

32 32
- Au=f in Q P A= —s + —5
2 2

Ix 3y

o
Il

O auf Rand (Q)

Durch Diskretisierung entsteht ein lineares Gleichungssystem.
Man betrachtet nur noch die Gitterpunkte h(%‘), i,3=0,...,nn ,
h = 1/n und ersetzt dort die Differentialgleichung durch

- 4u - (u +u +u +u ) = h2 £

ij i+1,3 i-1,3 i,3+1 i,j=1 ij

Dies ist ein lineares Gleichungssystem von (n—‘I)2 Gleichungen
fliir die (n—1)2 Unbekannten uij’ 0<i,j<n. Flir kleine h
hofft man, das uij eine gute Ndherung flir u im Gitterpunkt

h(T) ist.
J
Ein Schritt des Einzelschrittverfahrens lautet:

for i=1 to n-1 do

for j=1 to n-1 do

2
= + .+ ;
uij (h fij-+ui+1,j ui_1,:I ) /4

. +u., .
ui,j+‘| ul,j—1

Wir wollen nun die Konvergenz der Iterationsverfahren unter-

suchen. Zur Vorbereitung dient der folgende
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Satz 16.1: Sei B eine (n,n)-Matrix und

Max {|A| : A EW von B}

o (B)

Dann gilt: p (B) Inf {||B]| : ||*|| Norm }

Beweis: Wir zeigen:
1 v -l e® < B

2) ve>031{|ll : |IBl] <p(B) + ¢

Zu 1): Sei x' EV von B zum EW A mit |A] = o (B) und ||x1H =1
[IBx ||
Dann gilt: ||B|| = sup ,“jaﬂl > L = p(B)
x¢0 x|~ x|

Zu 2): Sei J = X_1 BX die Jordan'sche Normalform von B .

Wir schreiben J in der Form:

Moo
J = *
On-1
A
n
wobei die Ai die EWe von B und die Oi aus {0,1}
sind.

Mit € > O und
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€ (0]
2
€
E = v gilt:
(0] en
A1 £ 01 0]
Az 602
EVIE =
€ 0
n
0 A
n

Wir definieren nun die Norm:

-1

-1
=]l = Il " x “x||

oo

und berechnen damit

-1 -1 -1

IBll = e
x+0  ||x|| xt0o  ||ET'x x|l _
y
-1
e g eyl B
= Max = HE JEHoo
y+0 iyl
n
= Max (lxi| +te0,) <p(B) e
i=1

Satz 16.2: Das Iterationsverfahren

xk+1 = BXk + C

lE "x "xJ0x "x||_
Max UEEQL = Max

122
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konvergiert genau dann flir jede Wahl von x° und ¢ ; wenn
p(B) < 1 . 1In diesem Fall ist x = 1lim xk die eindeutige

k-)-oo
Ldsung von x = BX + cC.

Beweis:

1) Das Verfahren konvergiere fiir beliebige xo, cC .

O

Setze x = c = x, mit Bx, = Ax, und Ix] = p(B)
Dann gilt:
x1 =Bx° + ¢ = (>\+1)x1
K= 0F e A+ 1)x,
Da die Folge x°, k=1,2,... konvergiert, gilt |al < 1

und damit auch p(B) < 1.

2) Sei p(B) < 1. Nach Satz 16.1 gibt es eine Norm |

lIB|]| < 1. Damit ist
n

g(x):= Bx+c kontrahierend in ¢

Der Kontraktionssatz liefert dann die Behauptung.

Bemerkung zur Konvergenzgeschwindigkeit:

k k

Es gilt: e = -X = B(xk"1

-X) = ekt = gk e®

1

Mit B = XJX | gilt:

k k -1

Nach § 9 gilt:

mit

123
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wobei Mk ein Polynom in k vom Grad < v = maximale Ldnge

der Jordan-Kdstchen ist. Damit gilt:
k k
IBY] < k&X) (B P (k) —> ©
k>

wobei Pv wiederum ein Polynom vom Grad < v ist.
Bis auf dieses Polynom wird die Konvergenzgeschwindigkeit

von (p(B))k bestimmt.

Eine Konvergenzbeschleunigung erreicht man beim GS- bzw.
ES-Verfahren durch die Einfilhrung eines sogenannten Relaxa-

tionsfaktors w.

GS~-Verfahren:
Anstelle der Iteration

L p Vb - (L+R)xk)

beim normalen GS~Verfahren,benutzt man

S o T s @R )+ (1= w)KF
Fir oy = 1 erhdlt man das alte GS-Verfahren zurilick. Bei
dieser Wahl von w erwartet man, daBf die neue Ndherung
deutlich besser als die vorhergehende ist. Wdhlt man w <1

"traut man der neuen Ndherung nicht" , im Extremfall w=0
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erhdlt man xk+1 = xk.

Allgemein spricht man bei

w < 1 von Unterrelaxation

w > 1 von Uberrelaxation

Fiir das ES-Verfahren erhalten wir:

- +
xk_l-1 = uuD1 (b—ka 1—ka) + (1—uu)xk
Hierauf beruht das SOR-Verfahren (Successive Overrelaxation),
das in den 50er Jahren die L&sungsverfahren fiir lineare
Gleichungssysteme revolutionierte und es ermdglichte, anstelle
von Systemen mit ~ 100 Variablen solche mit ~ 1000 Variablen

zu lOsen.

Alle von uns betrachteten Iterationsverfahren haben die Form

xk+1 = Bxk+c .

Beim SOR-Verfahren ist beispielsweise

(D + wL) ' ((1-0)D=oR)

w
I

w(D +wl) b

Q
1l

Zur Untersuchung der Konvergenz des SOR-Verfahrens k&nnen

wir daher Satz 16 .2 heranziehen.

Satz 16 .3: Das SOR-Verfahren konvergiert bei beliebigem %°
und b , falls A positiv definit und O<w< 2

ist.
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Beweis: Zu zeigen: p(B) < 1

Sei x EV von B zum EW A mit |A| = p(B)

Dann gilt:

((1-w)D - wR)x = A(D +wl)x

woraus folgt:

(1 -w)(Dx, x) = w(Rx , x) = A(Dx , x) + w(Lx , x)1

Wir fihren die Abkiirzungen

(bx , x) =d, (Lx,x) = &

ein und beachten, daB wegen A pos. definit R = L*

und damit (Rx , x) = N gilt. Damit ergibt sich:

(1-w)d = 0w £ = Ad + wt)

(1—w)d-—mTL‘
d + w?t

Sei 2 =a+ if, o, B € IR. Dann gilt:

|>\|2= [(1—m)d—w0(]2+w2 82
(@+w)? + o2 p?

A <1 e |[(1-wd-wa| < |d + wa
e |1 -w=-wval < |1+ 0ar]

: 5
mit o' = |

126
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Weiter gilt:

0O< (Ax,x) = d+ 2+ 9% = d+ 2a
SRR IR
Mit O < w < 2 gilt dann:
11T +wa'| =1+ wa’
und damit
2 ' '
IA]© <1 e |1 ~w=-wo'] <1T+uwa
o -1 - wa' < 1T-p-pa' < 1T+pa’
WU\ J
Y
o w < 2 A -1 -a' < a!
o w < 2 A 0('>—l
2

Pamit gilt p(B) < 1 und der Satz ist bewiesen.

In der Praxis liegt das Problem darin, w so zu bestimmen,
daB p(B) mbglichst klein wird. Dies wird in der Vorlesung

Praktische Mathematik II behandelt.
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INTERPOLATION UND APPROXIMATION

§ 17 Polynominterpolation

Definition: j; bezeichne die Menge allexr Polynome vom

Grad < n:
k
a, X ,a € ¢ }

Als Polynominterpolation bezeichnet man die folgende Aufgabe:

Gegeben: X_s...sX_ s Y re--sY, € ¢

P . .
Gesucht: P € “fn mit P(xj) = yj ;r J=0,...,n

Satz 17.1: P ist eindeutig bestimmt, falls die xj paarweise

verschieden sind.
Beweis: Mit

n
P(x,) = ) a, X. = y. , 3=0,...,n
] k=0

erhalten wir ein lineares Gleichungssystem fiir die Koeffizienten

ao,...,a von P. Dieses besitzt genau dann eine eindeutig

bestimmte L&sung, wenn das homogene System
n
P(xj) = z a x; =0 , 3=0,...,n

nur trivial l&sbar ist. Dies ist aber offensichtlich der Fall,
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da ein Polynom vom Grade < n nur dann n+1 verschiedene

Nullstellen haben kann, wenn es identisch verschwindet.

Bemerkung: Um das gesuchte Polynom zu berechnen, kdnnte man

nun das Gleichungssystem 1ldsen, beispielsweise mit der Cramer-

'schen Regel. Dies fiihrt auf die "Vandermond'sche Determinante":

1 . 1
X . e X
V(X 4eea,x ) = ° n = | ' (x. - x,)
o] n 5 2 Cs I k
X . L . X J
o n
n n
XS oo X

Fir die Koeffizienten a gilt dann:

K

r k-te Spalte

1 yO 1
xo y1 Xn
%2 %2
o) Yi n
ak =
V(XO,...,Xn)

Zur praktischen Berechnung von P stellen wir drei weniger

aufwendige Methoden vor:
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1) Die Form von Lagrange

(Mehr von theoretischer Bedeutung)

Man setzt

n
: X - X,
w,(x) = T R
j . X, - X,
i=o 3 i
i#7
Es gilt dann:
1) Wy € jil
1 k=73

Damit ist das gesuchte Polynom:

n
P(x) = z yv. w.(x)
j=o 3 3
Beispiel: n =2
J Xj YJ
0] 0] 1
1 1 3
2 3 2
(x-x,) (x-x,)
1 2 1
w (X)= — = =‘—(X—1)(X—3)
o (xo x1)(xO x2) 3

(x-x ) (x-x.)
0, (x) = ° 2~ =-1 x(x-3)
(xq=%,) (x47x,)

(x-x_) (x=-x,) \
wz(x) = o 1 = % x(x-1)
(x2—xo)(x2-x1)
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3 1

P(x) = % (x-1)(x=-3) - 5 x(x-3) + 3 x(x=-1)
5,2, 11
=% X" + g X + 1

In der Praxis mOchte man h8ufig ein vorhandenes Interpolations-
polynom durch Hinzunahme weiterer Stilitzstellen verbessern.

Die Lagrange-Methode ist hierfiir nicht geeignet, da man bei

neu hinzukommenden Stiitzstellen mit der Rechnung von vorn
beginnen muB. Dies ist bei den zwei folgenden Methoden nicht

der Fall.

2) Die Rekursionsformel von Neville

Bezeichnung: Bei gegebenen xo,...,xn ,yo,...,yn bezeichnet

dasjenige Polynom aus j?k—i'

<Xy die Werte yi,yi+1,..., yk annimmt.

Pi,i+1,...,k das an den Stellen

X, X. .
I B

b eise verschiedene x.,X. ee o X ist P, nach
Fur paarw r i77i+1’ "k i,e..,k

Satz 17.1 eindeutig bestimmt.

Satz 17.2: Seien x ...,xk paarweise verschieden.

X
i77i+1’

Dann gilt:

1

XX, ((x—xi)Pi+1,'_.’k(x)+-(xkﬁdPi’“.’k_#x))

Py kX)) =

Beweis: Auf der rechten Seite steht ein Polynom vom Grad <k-i,

das an den Stellen XoreeorXy die Werte Yireeer¥y annimmt.

- gt ATRTR e P e T ST N Ema e oL TLs Lo = e YL e e Ve @ e S e e T Ty = = S Ty AL o e e e e et e e i T T B (3 A T e i
e iy AT LA - DS 4 ey T . = 7 d H - - T oEd e
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Diese Formel erlaubt die rekursive Berechnung des Inter-

polationspolynoms nach dem folgenden Schema (n=3):

O O O
::) Po,1
X ¥ = By ;:> Po,1,2
::> P12 ::> $0,1,2,3
Xy ¥ = By ::> P1,2,3
::> P2.3
X3 Y3 = Pj

Bei Hinzunahme von weiteren Stilitzstellen wird das Schema

132

einfach erweitert, ohne daf die bereits berechneten Ergebnisse

ungliltig werden.

Die Neville'sche Rekursion eignet sich mehr zur Auswertung des

Interpolationspolynoms an einer bestimmten Stelle als zur
Berechnung seiner Koeffizienten. Hierzu benutzt man die

folgende Methode:

3) Newton'sche Form -

Fir P = Po machen wir den folgenden Ansatz:
F ey
+ An(x-xo) et (x-xn_1)

Dies fiihrt auf ein einfaches Gleichungssystem fiir die Ai
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Po,...,n(xo) = Ay = Y,
Po,...,n(x1) = AO'FA1(X1'—X0) ' - Yy
P, ., n¥) T ASF R (= x ) + A, (xy7x ) (Xy-%4) =y,
Po,...,n(xn) =B ..o tA (X "X )t (X mx L) = Y,

Die Ai kébnnen hieraus durch Vorwdrtseinsetzen bestimmt
werden, wir wollen jedoch explizite Formeln herleiten. Hierzu

definieren wir rekursiv die sog. "Dividierten Differenzen"

ly; --. yk]:
[yl] = yi , [yi . yk] = IX. ( [yi+1 ..-yk] - [Yi .‘.yk"‘l] >
Ky
Y7 Y,
Beispiel: [y vyl = =%
1 (e}

Zur bequemen Berechnung der Dividierten Differenzen dient das

sog. Differenzenschema:

X, [¥,]
(Yo Y41

x; [vql ly v, v,]
[y, ¥,] ly, v, ¥, ¥51

X, [¥,] ly, v, ¥,]
[y, 5]

X

3 [¥g]
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Beispiel: Filir das bei der Lagrange-Form benutzte Beispiel

lautet das Differenzenschema:

bomemm I
1 2
1 3 - i 5/6
-1/2 F000o
3 2
Satz 17.3: Fir die Koeffizienten Ao,...,An der Newton'schen

Form des Interpolationspolynoms gilt:
A, = [y ... vy.1 , 1=0,...,n

Beweis: Wir zeigen:

Py =Dy +lyy vy g1 mxg) + Ly vy g vy 0 ooxg) (emxy )

+ ...+ [yi... Yy 1 (x=x5) -...-(x-—xk_1)

I
o
|
-

durch Induktion nach m

m = O: Pi(x) = [yi]

i
M

Die Behauptung sei richtig fiir ein m > O:

P, (x) = [yi ...yk]xk_i + Q

i,ee.,k 1

k-i

Pit, 0. k1K) = ¥y g e Y qIx tQ

mit 0., 0, €F ;-
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Aus Satz 17.2 folgt:

N N -
Py, k) = ) ((x X OPiq, o ki &)+ (g X)Pi,...,k(x)>

N _ Kk—i
= X <‘X X)) [y e g + Ogy X)[Yi"'yk])x TR

41 T4

- §£;%:§;'<[yi+T"yk+1] - Ly, ...yk])xk-i+1 + R,

=[yi...ka]£?iH + R,

= wi...%dqﬂx—xﬂ(x-gHﬂ'u.%x—ﬁa + R3
mit R1, R2, R3 € jl_l
Fir R3 mufl gelten:

R3(xj) = Pi,...,k+1(xj) = yj fir j=4i,...,k

bamit ist R3 = Pi,...,k und auBerdem nach der Induktionsvor.

von Newton'scher Form, womit die Behauptung bewiesen ist.

Beispiel: Das Newton'sche Interpolationspolynom fiir das obige
Beispiel kann direkt der ersten Zeile des Differenzenschemas

entnommen werden:
P(x) = 1 4+ 2x - 5/6 x(x-1)

Will man Stiitzpunkte hinzunehmen, 188t sich das Differenzen-
schema leicht erweitern. Zu den Stilitzpunkten unseres Beispiels

nehmen wir noch Xy = 2, Y3 = 4 hinzu und erhalten:
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__:2
e |

3 | —5/6

e

-1/2

2 -3/2
-2

4

P (x) =1+2x—%x(x—1) -1

3

X(x=-1) (x-3)

136
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§ 18 Trigonometrische Interpolation

Wir betrachten in diesem Paragraphen einen wichtigen Spezial-

fall der Polynominterpolation, bei dem die Stiitzstellen in

137

regelmdBigen Abstdnden auf dem komplexen Einheitskreis liegen:

it.
— J _ P - . s
X, = e = cost.+isint.,; t.=271)/n ; =0;¢..,n"1
3 3 3 3 i/ =0, ’
T
o Jn x
Beispiel: n = 8
ey
(] ,X'/
4B ch" N
et * 7
Re x
[}
‘.
X3
®

Nach Satz 17.1 gibt es ein eindeutig bestimmtes Polynom P

D
jn—1

=vy. ;7 J=O,...,n-1

mit P .
(x]) j

A
Die Koeffizienten von P Dbezeichnen wir mit Yy *

- R K
P(x) = ) Yy ¥
k=0
. _ T A A A T .
Sei y = (yor-~-lyn_1) und y = (yo,-- ,yn_1) . Dann k&nnen
wir die Interpolationsaufgabe
n—'1 A
k .
y] = £ yk Xj H j =0, yn=1

aus



Teil 4 138

in die Form

umschreiben. Die Inversion der Matrix W ist sehr einfach:

Satz 18.1: Es gilt: WW*¥ = nI

kel
= U
o

Beweis: (WW¥), = J % k,2 = 0,¢..,n-1

j=o
n-1 . .
_ 2 e2n1(k—2)j/n
j=o
n-1 . (e
_ 2 qj mit gq = e2111(k L) /n
j=

n qg=1
{0 k + 2
n k =&

Damit haben wir gleichzeitig die Orthogonalitdt der trigono- Vf'

metrischen Funktionen gezeigt:
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1 n§1 e2ﬂijk/n {1 k=0 , +n, £ 2n
n j=o 0 sonst
Wir folgern:
W—1=J—W*
n
und damit
A 1 "
y = 5 W'y
In Komponenten:
A 1 837 orijk/n
yo= 2 1 e Y. (1)
to J
j=o0
nsl onijk/n A
v, = L e Yy (2)
J k=0

(1) heiBt diskrete Fouriertransformation der Lidnge n ,

(2) heiBt dementsprechend inverse diskrete Fouriertransformation
der Ldnge n . Beide werden in der praktischen Mathematik sehr
hdufig angewandt. Man programmiert jedoch nicht nach den
Formeln (1), (2), was Jjeweils n2 komplexe Rechenoperationen
beanspruchen wiirde, sondern benutzt erheblich schnellere

Algorithmen. Einen davon werden wir weiter unten kennenlernen.

Zundchst stellen wir jedoch die Beziehung zum Titel dieses
Paragraphen her und drilicken P(x) durch trigonometrische

Funktionen aus:
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Wir setzen:

5 n-1
a, = = _Z ' cos (2rk3j/n)
j=o
5 n-1
b, = = Y y. sin(2rki/n)
k n j=o ]
Dann ist
9 _ 1 ni1 v e—2wijk/n
k noo425 7J
1 n-1
= = _Z Y5 (cos(2njk/n)
j=o
- 1 _ s
= 7 (@~ ib)

140

- i sin(2njk/n))

Man beachte, daB dies keine Zerlequng in Real- und Imaginé&rteil

von 9k darstellt, da die ay und bk
sind. Es gilt:
a x T und bn—k = - bk » also
A .
Yn-x = 3 (ak-klbk)
Sei n nun ungerade, also n = 2m + 1.

9 e21rijk/n

m . e
A A 27ijk/n
= yo + 21 yk e J +

e e e s = s O Ea

nicht notwendig reell

ist

Dann erhalten wir

n-1 27ijk/n
Y, ©
k=m+1
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A T A 2mijk/n oA 2113 (n-k') /n

=y + ) ¥ e + ) Y .. e (k' = n-k)
°© g1k geq Rk

A T /A 2mijk/n | A -27ijk/n

=Y, t k£1 (yk © * Ypx © )

+ (ak+-ibk)(cos(2wjk/n)— isin(2wjk/n))}
a m
) = P(x.,) = y. = L2 4 Z (a, cos(2mrjk/n) + b, sin(27jk/n)) (%)
3 2 k=1 k k

Fir gerades n , n = 2m, erhdlt man analog:

a m-=1
_ _ ‘o . . .
P(xj) =¥ >t k£1 (akcos(21rjk/n)+bk sin(2mjk/n))
a
+ 7? cos (27jm/n) (xx)

wenn man beachtet, daB bm verschwindet.

Wir bezeichnen die Menge

:7/ ao m 1
= { - + k£1(akcoskt4-bkslnkt) Py bk € ¢ i

als die Menge der trigonometrischen Polynome vom Grade m .

Damit haben wir die folgende Aussage iiber die trigonometrische

Interpolation gewonnen:
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P

Satz 18.2: Gesucht sei T € J mit

m
T(tj) = yj ’ j = O,...,n"'l 7
t, = 2utj/n
J
Fir n = 2m+ 1 1ist die Aufgabe eindeutig 1ldsbar und die
L&sung ist durch (%) gegeben.
Fir n = 2m gibt es genau eine L&sung mit bm = 0, die

durch (**) gegeben ist.

Wir betrachten nun einen effizienten Algorithmus zur Berechnung
A . . .
von Yy, die schnelle Fouriertransformation (FFT) von Cooley -

Tukey.

Sei n gerade, n = 2m. Dann gilt:

A ; P
Y = 1 y. 3% mit q = e 2Ti/P
L2 ]
j=o
Es gilt: g = 1 und qm = qn/2 =e "t = oy

Die Idee ist nun, die Summe nach geraden und ungeraden

Indizes zu zerlegen:

A m=1 2 1k m- 1 (22+1)k
vy, = ) (@) Ty, t 1 q
k oo 20 Ll 290+1
j=24 §=24+1
m—1 m—‘]
2.0k k 2.2k
= § @y, +q R
420 24 géo 29+1
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K
B I ™

Wir sehen nun, daB sich gk und uk als Fouriertransformationen

der Ldnge m = n/2 berechnen, da gilt:

2 _ e—2wi/(n/2)

Weiter erhalten wir:

Ii+m = Ik
Y+m = Yk
und damit
A k
yk'— gk+q uk
k =0, ,m—1
k+m A k

Sei nun Mp die Anzahl der komplexen Multiplikationen und Ap
die Anzahl der komplexen Additionen, die fiir eine schnelle
Fouriertransformation der Lange n = 2P bendtigt werden. Wenn

. . k o .
wir die Berechnung von ¢ vernachldssigen, erhalten wir:
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- 1 _-p _ 1 .
= Mp = 3 P2 = 5 (log,n) +n
A = p2p = (log,n) = n
ol 2
Damit gilt der
Satz 18.3: Die Fouriertransformation der Lidnge n = 2P kann

durch % n(log2n) komplexe Multiplikationen und n (logzn)

komplexe Additionen berechnet werden.

Programm zur schnellen Fouriertransformation:

procedure FFT (y,n);

>

A
comment berechnet y der Ld&nge n und schreibt vy

auf vy , n = 2p;

if n > 1 then
begin m=n/2;
for 2=0 to m-1 do glel=y[22]; ulel=yl22+11];
FFT (g,m); FFT (u,m);
for k=0 to m-1 do u[k]=qk*u[k];
ylkl=glkl+ulk];
ylk+ml=glk]~-ulk];

end FFT;

Die FFT nach Cooley-Tukey ist ein typisches Beispiel fiir das

"divide and conqguer® - Prinzip der Informatik:

(a) Zerlege das Problem in Teilprobleme
(b) LOse die Teilprobleme

(c) Setze die LOsungen der Teilprobleme zur L&sung des ganzen

Problems zusammen.

144
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Beispiele: n

A
Yo T Y5
n =2
A
= +
yo yo y1
A
Y1 = Yo - Y1
n =4
A _ -27mi/4 )
Yo T 95 + Yo a=¢ - 1
A
Yo T 99 7 1Y
A
Yo, T 957 Y
A
y3 = g1 + 11%
go yo y2 uo y1 y3
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§ 19 Der Interpolationsfehler

Seien in einem Intervall [a,b] n+ 1 paarweise verschiedene
Stiitzstellen X reeer X und eine Funktion f € Cn+1[a,b]

gegeben. Wir wollen f(x) fir x # X, approximieren.

Betrachten wir das eindeutig bestimmte Polynom p €‘?; mit
p(xj) = f(xj) ; 3J=0,...,n . Der folgende Satz macht eine
Aussage liber den Fehler, der bei einer Approximation von f

durch p auftritt:

Satz 19.1: Zu jedem x € [a,b] existiert ein ; € [a,b],

so daB gilt:

(n+1)
f
F(x) - p(x) = wix) gy
n
mit: w(x) = 1T (x-x.)
Jj=o
Beweis: Sei x € [a,b] beliebig gewdhlt mit X # X4 j=0,...,n.
Wir setzen
F(x) = f(x) ~p(xX) ~Kw(x) mit einer Konstanten K
= F(x.) = 0 3 = 0,...,n

Wir wdhlen K nun so, daf auch F(X) verschwindet, also

- w

K = ( £f-p >(§)
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Damit hat F in [a,b] mindestens die n+ 2 Nullstellen

>_<,xo,...,xn . Aus dem Satz von Rolle folgt, daf dann g (nt1)
n
mindestens eine Nullstelle x in [a,b] besitzt.
Aus der Beziehung
D oy = ™D gy - kn+ 1)
folgt
Ny
- (E22) @ - £ ™) G
\ (n+1)!
Also:
(n+1) Y
_ _ £ (x)
Diese Beziehung ist offenbar auch fiir X = Xj, j=0,...,n
erfillt.

Fiir den Interpolationsfehler erhalten wir die Absché&tzung

E (n+1) (x) _lL
(n+1)!

| £(x)-p(x)] < |wix)] Max
x€la,bl

Wir betrachten zuerst den Fall gleichmdBig verteilter Stiitz-

stellen:

1) Sei xj = a+3jh mit der ,Schrittweite" h = —

Fir x a+oh , 0 <6 <n gilt:

147
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n
w(x) = ™1 (6-3) und

j=o

n+1 n
£ -0l < By (1 Jo-31) max e )
(n+1)! j=o x€[a,bl

(a) Fir b-a > O bei festem n erhalten wir

f(x) - p(x) = 0Of(h )

(b) Der Fall n->e~ bei fester Intervalldnge b-a fiihrt i.a.
zu keiner Konvergenz. Wir betrachten hierzu das Beispiel

von Runge:

5 -1
f(x) = (1+25x%%) in [-1,1]

T

-1 + 1

N
7

f wird an den Stellen xj = =1 + %% , J=0,...,n durch
ein Polynom vom Grad n interpoliert. Die folgende Tabelle
zeigt, daB der Interpolationsfehler fiir groBe n stark

anwdchst.



2)

Teil 4

n Max | £(x)-p(x)|
x€l-1,11
1 0,96
5 0,43
13 1,07
19 8,57

Wir wdhlen die Stiitzstellen xo,...,xn nun so, daB

Max |w(x)| mdglichst klein ist.
[a,b]
Fir [a,b] = [-1,1] erhalten wir

-n

w(x) = 2 T (x)

n+1

wobei fiir x € [-1,1] die "Tschebyscheff-Polynome"

folgt definiert sind:

> t= drceot x

Tn(x) = cosnt , x = cost y, O <t <

Es gilt: To(x)

T cosnt ®* cost - sinnt

(x)

N+ cos(n+1)t

T (x) = cos(n-1)t cosnt * cost + sinnt

n-1

Addition der Gleichungen ergibt:

149

T wie
n

1 und T1(x) =X , sowie flir n > 1:

+ sin t

« sin t
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oder

Da To und T1 Polynome sind, sind es auch alle anderen Tn'

Die Rekursion zeigt weiter, daB Tn flir n>1 die Form

T (x) = 2n—1 <+ Polynom € JP

n n-1
haben muB.
w(x) = 270 Tn+1bd hat daher den HOchstkoeffizienten 1 und
es gilt:

lw(x)] < 277 in [-1,1]

Die Nullstellen von w sind unsere neuen Stitzstellen:

w(x) =0 & T (x) = O

n+1

& cos(n+l)t =0

G+
o t“"—'n—_T_—,]—'— J =0,¢..,n
(G
= X. = COS J =0,s..,n

] n+1

Bei dieser Wahl der Stiitzstellen ergibt sich die Fehlerab-

schdtzung
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(n+1)

|Max f (%) |
- n

2 (n+1)!

| £(x) - p(x)]|

Flir das obige Belispiel ergeben sich folgende Werte:

n Max | £(x) - p(x)]|
F1,11]

1 0.93

5 0.56

13 0.12

19 0.04

Die Verbesserung ist erheblich, die Approximation aber immer

noch unbefriedigend.
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§ 20 Spline - Interpolation

Wir suchen eine m&glichst glatte Kurve, die wir durch die
vorgegebenen Punkte (xj,yj) der Ebene legen wollen. Dieses
Problem tritt im Schiffsbau auf,rwo der Verlauf des Rumpfes
méglichst glatt an die Querstrebungen angepaBt werden muB.
Die Schiffsbauer benutzen hierzu eine Straklatte (engl.:
spline), d.h. einen diinnen elastischen Stab, den sie mit

Gewichten zwingen, durch die vorgebenen Punkte zu gehen:

Der ungefdhre Verlauf des Interpolationspolynoms ist gestrichelt
gezeichnet. Man sieht sofort, daB dies keine L&sung unseres
Problems sein kann. Flir die gesuchte Kurve s(x) fordern

wir die folgenden Eigenschaf;en:

) = v. i = 0,00,
(a) S(XJ) _yJ j n

(b) s € C2 ;, S € Cm(xj,x.

J+1) r j=O,o-.,n—1

(c) s linear auBerhalb von [xo,xn]
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Die gesuchte Funktion soll auBerdem minimale "Gesamtkriimmung"

haben. Flir kleine Auslenkungen ist die Kriimmung von s pro-

portional zu s".

Das fiuhrt auf die Forderung

(d) PFir alle t , die (a), (b) und (c¢) erfiillen, soll gelten:

*n 5 *h 5
[ (s"(x))° dx < f (t"(x))“dx
X X
e} e}
Satz 20.1.: s erfiille die Bedingungen (a) bis (d). Dann

stimmt s in jedem Intervall [xj,x. ] mit einem Polynom vom

J+1

Grade < 3 {Uberein.

Beweis: Wir betrachten den Vektorraum

H = {s € Cz(ﬂﬂ) : 8 linear auBerhalb von [xo,xn]} ’
s € C (Xj’xj+1) r J = 0,...,n-1
auf dem wir mit
X
. n 2
= "oLn =
(s,t) g ;’ s" t" dx und Hs|“{ (s,8)y
o

ein Skalarprodukt und eine Norm definieren.

Es gilt:
||s||H =0 ® s" =0 in [x_,x ] e« s linear in R

Das Skalarprodukt erm&glicht uns, auf H den Begriff "Ortho-

gonalitédt" einzufiihren.

s L t e (s,t)H = O
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Aus der Menge

M = {s € H: s(xj) = yj ;7 J o= O,...,n}

suchen wir nun das Element s mit minimaler Norm:

Wie die Skizze zeigt, gilt fiir das gesuchte s :

vVt € M: s 1 s -t , also

v t € M: (s,s - t)H =0

X
n

& [ s"(s-t)"dx = O

X
(o]

Wir wdhlen nun t=s auBerhalb eines beliebig herausge-

griffenen Teilintervalls [xi,xi+1] und erhalten:
%441
f s"(s-t)"dx = O
X,
i

Wir wollen nun partiell integrieren. Dies ist md&glich, weil

s in [x.,x.

3 ]+1] ‘glatt ist.
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Aus Stetigkeitsgriinden muB gelten:

(s-6) M xp) = (s=0) M x,) =0 v =0,1,2

Dann gilt:

Xi+1 Xi+1 Xi+1 (4)

o= | s"(s-t)"dx = - | s"(s-t)'dx = | S (s—-t)dx
X. X. X,
i i i
woraus
s(4) = O in [Xi’xi+1]

folgt, was &dquivalent zur Behauptung des Satzes ist.

Definition 20.1: Sei eine Unterteilung xo<x1 Seee <X

gegeben. Eine Funktion s heiBt Spline der Ordwung k (zur
Unterteilung x ,...,x_), falls s € Ck_z[x X1 und s
o} n o' 'n

in jedem Intervall [xi,x. 1 ein Polynom vom Grade k -1

i+1

ist.

Beispiele: Bei k = 4 spricht man von einem kubischen Spline.
Ist auBerdem Bedingung (c) erfilillt, s also linear auBerhalb

von [xo,xn], heiBt s natiirlicher kubischer Spline.

Entsprechend spricht man bei k=3 von einem quadratischem Spline.

Fir k = 2 ergibt sich ein Polygonzug (linearer Spline).

Wir wollen nun spezielle Splines definieren, die sog. B-Splines

(B flir Basis): Sei flir ein beliebiges aber festes x € Hﬂ
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1

I

£(£) = (£-x)5

f(t)

7
X t
Es gilt:
. (k=1) ' (t - x) t > x
f(k_z)(t)
o) t < x
1im £ 5 (e) = o
tix
k-2 1

Also ist f£ € C (IR) .

Definition .20.2: Bi,k(X) = (xi+k-xi) [fir°~~rfi+k] mit

fj = f(xj) heiBft B~Spline der Ordnung k,

Satz 20.2: Bi K ist Spline der Ordnung k zur Unterteilung
4

XoreserXy o welcher auBerhalb [xi v X

1 verschwindet.



(b)

(c)
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Bewels:
(a) £5 = (x, - %)% ist offenbar in jedem Teilintervall
[x2 ,x2+1], 2 =1i,...,i+tk ein Polynom vom Grade k-1

in x. Dies gilt damit auch fiir B, das Jja eine

ik’

Linearkombination der _fj ist.

Da die fj alle k-2 mal Stetig nach x differenzierbar

sind, gilt dies auch fiir Bi

K
Fiir x < x; <t ist £(t) = (£-x)5 ' (t-x)5" ein
Polynom vom Grade k-1 in x. [fi""’fi+k] ist dann

die Dividierte Differenz der Ordnung k eines Polynoms

vom Grade k- 1. Diese ist aber Nullg

Lemma: Die Dividierte Differenz k-ter Ordnung eines

Polynoms vom Grade < k verschwindet.

Beweis: Sei £ E:Pk-1' Das Newton'sche Interpolations-

polynom k-ter Ordnung fiir die Stilitzstellen XiveeorXg
und die Stilitzwerte fj = f(xj) ist

P(t) = [fi]i-[fi,fi+1](t—xi)-+...-+[fi,...,f ](t—xi) Teee o (tex, ) .

itk i+k-1

Eine weitere LOsung des Interpolationsproblems ist £

selbst. Also f = P und damit [fi""’fi+k] = 0.

Damit gilt:

Bi,k(x) = 0 fir X

|A
L]

itk’ also x > xj , J=i,...,i+k, verschwinden
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die fj und damit auch [fi,...,fi+k]
Bi,k(x) =0 fir x > X4
Beispiele: k = 2
Bi 2 hat die folgende Gestalt:
7
}
/1_-
+ ?
Xz Xt 1 Xirz

Damit gilt auch

Wir rechnen dies fiir das Intervall [xi,xi+1] nach:
By, o) = (x50 = %) I8, v F50]
= -— = \
fl (x x)+ o
£ipq = Ky = (Fymx) p o x € Dxy,x, ]
fi40 = Ky, = (xy,57x)

Das Differenzenschema lautet:

158
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X, (0]
i
Xipgp — X
Xig1 ~ %4 ] Xy T X
X, -~ X,
- i+1 i
Xi+1 (%4 417%) n ~
% -x iv2 T %4
i+2 i+1
itz T Fi
1
Xi+2 (%3 4,7%)
X - X
i+1
B. = 1 1 € . X,
i,2 Xi+1 - Xi ’ X [Xl ’ 1+1]
Bei k = 3 erwarten wir, dag Bi 3(x) die folgende Form hat:
14
A
L I N\
= r ' 7
Xy Xi+1 *i+2  *i+3

Wir wollen jetzt eine bequemere Methode zur Berechnung der Bi K
4

angeben. Dazu benbtigen wir zundchst einmal die Leibniz'sche

Formel.

Satz 20.3: Es seien fj,gj,hj mit fj = gj hj y J=41i,...,i+k
gegeben. Dann gilt:
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itk
[£, oo £,,,1 = ) [g; «vo g Ih ... b, ]

. +
rei i+k

Bemerkung: Der Name "Leibniz'sche Formel" stammt von der bis

auf einen in der Summe fehlenden Faktor (rﬁi

formalen Ahnlichkeit zur Produktregel der Differentiation.

) vorhandenen

Beweis: Seien £, g, h Interpolationspolynome aus ~?& mit

f(xj) = fj ’ g(xj) = gj ' h(xj) = hj ;, J = i,...,14k

Wir schreiben sie in der Newton'schen Form:

i+k

g(x) = J [g; ... 9,] (x-x;) ... (%X

r=i r_1)

Zur Berechnung von h(x) denken wir uns die Stilitzstellen in der

Reihenfolge X, ,,...,x; und beachten, das [hi+k .o hs] =
[hS e hi+k]:
i+k
h(x) = Z. [hs .o hi+k] (x-xi+k) cee (x-—xs+1)
s=1
Dann gilt:
i+k
(gh) (x) = ) [gy...9. ] [how.ohy )] (x=x) .00  (x=x _q) °
r,s=i
‘(x—xs+1) .o (x—xi+k)
D R D
r<s r>s
Die Summe mit r>s verschwindet offenbar flir x=x e e sX

i’* i+k”
Die Summe mit r<s ergibt ein Polynom vom Grad < k, das an
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den Stellen x. die Werte fj annimmt und daher mit f {iberein-
stimmen muB. Der Vergleich der HOchstkoeffizienten ergibt die

Leibniz'sche Formel:

2 [g; -9 [hyooih, W1 = [, o £, 1.
r=s .
[ ]
Satz 20.4: Fir k> 2 und i =0,...,n~k gilt:
X - X X, - X .
i +k
B, ,(x) = —=— B, ,_.(x) + —— B, _ (%)
i,k X: k=1 Xi i, k=1 i+k Xi+1 i+1,k-1
Beweis: Nach Definition ist
B (x) = (x -x.) [£f, ... f 1 mit f, = (x --x)k_1
i,k i+k i i i+k i i +
Sei g = (x, - x)k_2 und h, = x. - X Dann ist
i i + i i '
fl = gi hl
und
i+k
Bi,k(x) = (X, ~ %) rgi [g; «+-9, ] [h_...h, ]
Da h(t) = (t-x) ein Polynom ersten Grades in t ist, ver-

schwindet [hr"' hi+k] fir i+ k - r > 1. Also gilt nach

der Leibniz'schen Formel

Bi,k(X) = (xi+k-xi) {[gi... gi+k] [hi+k] +

S CFIETE FRTRIET S R PR hi+k]}
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= (X4~ %) {[9i e Fyggd (et X) o+ Ly gy ] }

- (%, . —%) {[gi+1 e Iyl L9y e 9y q] (X, . =%) +
i+k i Xivk ~ ¥y i+k
+ [gi... gi+k—1] }
= 1954 oo Igapd =%+ lgy a9y ] xoxy)
B. _4(x) B, . .(x)
i+k i+1 i+k-1 “i
[ ]
Bemerkungen:
1) Zusammen mit
Bi,1(x) = {
o , sonst

ermdglicht Satz 20.4 eine rekursive Berechnung der Bi =
4

2) Die rekursive Berechnung der ist gutartig, da nur

Bk

Linearkombinationen positiver Zahlen gebildet werden.

Fiir die Ableitung der B-Splines ergibt sich nun ein einfacher

Ausdruck:

Satz 20.5: Fir k > 2 gilt:

Bi,k=1¥) Biiq,k-1 }

X X

B! . (x) = (k-1) { - 1
ik itk-1"%1 X4k

i+1
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Beweis:
By, (¥) = (xy = x) Iy oo £y 0]
_ _ k-1 Vo _ _ k-2
fl = (xl x)+ = f! = (k 1)(xi x)+
[f. ... f,, ,] ist eine Linearkombination in den £f. mit von
i i+k 3

x unabh8dngigen Koeffizienten. Daher ist

1 —_— — ] ]
Bi,k(x) = (xi+k xi) [fi .o fi+k]
1 1) —_— ]
o 3 FPRNNNE 330 ISl £ 3 IO I
- i+k i X, - X,
i+k i
Xivk-1 %4 Xitk ~ Fi+1
n
Folgerung: Fiir eine Linearkombination
n-k
s(x) = -Z a; Bi,k(x) gilt:
i=o
n-k
[ ] —_ ]
s (x)——_f ai Bi,k(x)
i=o
_ &4)%ka<BLbﬂm ) %ﬂJeﬁm>
i=o Ritk-1"%4 itk %+
_ (k_1){nik N Bi,k—1(x) _ n§k+1 . Bi',k—1(X) }
iso T Fgmk—1¥i =1 BT Fpaggeq ¥y
n3?+1 a; ~ a5 4
= (k=1) - B, , .({x)
i=o ST SR
mit a = 0

-1 T Zn-k+1



Sehen wir nun, wie man die

aufgabe benutzt:
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B-Splines zur L&sung einer Interpolations-

Wir haben eine Unterteilung xo,...,xn und wollen an den Stellen
to" .,tn_k mit einem Spline
n-k
s(t) = 'E a; By (8)
i=o
interpolieren. Fiir die Koeffizienten a, ergibt sich das
Gleichungssystem:
n-k
s(tj) = izo aiBi,k(tj) = Yj ’ J=0,...,n"k
Wenn tj zwischen xj und xj+k liegt, ist das System eindeutig
16sbar:
Satz 20.6: Ist X, < tj < Xiik , 1=20,...,n-k, so ist
die Matrix
Bo,k(tO) . . Bn—k,k(to)
B= .
By, ktn-k) - Bh-k, k ok
invertierbar.
Beweis: Wir betrachten zundchst den Fall k = 2, Die Matrix ist

dann tridiagonal (n 5,

Index k unterdriickt):
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BO(tO) BT(tO)
By (t,) B, (t,) B, (t,)
B, (t,) B, (t;) B, (t,)
By (t5) B3 (t3)

Verschwindet hier eines der Elemente links oder rechts der
Diagonalen, dann zerf&dllt das System in kleinere. Wdren alle

diese Elemente #* 0O, so mifte inbesondere

B1(to) + O, d.h. X, < t. < x

1 0 2
Bo(t1) + 0, d.h. X, < tO < X,
sein. Dann wadre aber B2(t1) = 0. Fir n > 4 zerfdllt also jedes

System notwendig in kleinere. Es genigt also, n = 3 zu be-

trachten, und dieser Fall ist trivial.

Sei nun die Behauptung richtig bis zu einer Ordnung < k > 2.
Eine typische Stelle der Matrix fiir die Ordnung k sieht dann

so aus (Index k unterdriickt):

By (B

. Bj(tj) Bj+1(tj)
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Wére hier Bj+1(tj) = 0, d.h. xj < tj < Xj+1'

alle Elemente rechts und oberhalb dieses Elementes (durch Punkt

so wdren erst recht

angedeutet) 0. Das gleiche tré&dfe zu auf die Elemente links unter-

halb Bj(tj), falls Bj(tj) = 0, d.h. tj In beiden

Z Xj4k-1"

Fillen zerfiele die Matrix in kleinere, und wir kdnnten uns auf

den (trivialen) Fall n = k beschrédnken. Wir nehmen also an, daB

(*) Xip1 < By S Xy ' j =0,...,n-k
Ware B & =0, & = (0 +¢4¢.,0 )T ¥ 0, so wire
¢} n-k
n-k
s = i aj Bj,k
eine Funktion € c™ X mit s(t)) =0, J =0,...,n7k, s(x)) =0,

s(xn) = 0. Nach dem Satz von Rolle h&dtte dann s' n-k+2 Null-
stellen

T , € [XO 'tO] ’ Tj € [tj P

1 3+1] ¢ 3=0,e..nk=t T €08 L X

Wegen (*) muB

Xo<T—1<Xk—1 ’ 'Xj+1<Tj<Xj+(k—1)+1 ’ 3J=0,...,n-k+1, Xn—k<Tn—k<Xn

sein. Damit haben wir in den Tj n- (k-1) +1 Nullstellen von s'
gefunden, welche auch noch die Voraussetzung des Satzes
fir k-1 erfiillen. Wegen Satz 20.5 ist s' eine Linearkombi-

nation der j=0,...,n- (k=-1). ©Nach Induktionsannahme

By, k-1

folgt also s' = O und damit s = O. Also ist B nicht singulér.
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§ 21 Approximation in normierten R&umen

Eine vorgegebene Funktion f € cl[a,b] so0ll durch eine Funktion
u* aus einem Unterraum U c Cla,b] approximiert werden. Wir
untersuchen in diesem Paragraphen, ob es eine optimale Wahl

fir u* gibt.
Wir filhren zun&dchst auf Cla,b] eine Norm ||*|| ein.
Fir 1 < p < «» ist beispielsweise

b 1/p
_ P
el —(I | £(x) | dx)

a

eine Norm. Den wichtigsten Fall erhdlt man flir p » «:

I1£]l, = lim [|£]| = max |£(x)]
pre P a,b

Wir legen uns im folgenden jedoch auf keine spezielle Norm fest.

Sei U der von den linear unabhdngigen Funktionen

Ugreee sy € Cla,b] aufgespannte Unterraum:
v 1
U={§akuk , akEIR}
k=o
und sei
e(f) := Inf ||[£-ul|
uev

Dann heiBft unsere Aufgabe:

Finde u* € U mit ||[f-u*|| = e(£)
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Satz 21.1: Das Approximationsproblem ist immer l18sbar.

. . T + .
Beweis: Fir a := (ao,...,an) € 3511 sei

F(a) = [If - ) a ul
k=0

F ist offenbar stetig. Wir zeigen, daB F(a) > e(f) auBer-
halb einer kompakten Menge M gilt. Daraus folgt dann, daB

die Funktion F ihr Minimum € (f) in M annimmt.

Sei M := {a e " Fa) < F(O)}

= F(a) > F(O) > e(f) fir a ¢ M

Efﬂq ~ M ist offen, da es Urbild der offenen Menge

%
{x € IR : Ex¥> FK»} ist. Daher ist M abgeschlossen.

Die Dreiecksungleichung ergibt:

n
F(a) > || ¥ a wll - l£ll
k=0
n n+1
) a, ukH definiert eine Norm in IR . Da alle Normen
k=0
in Iqu dquivalent sind, gilt:
n
1 n+1
3 ceRr: Jla|]| < e || )} auwl vYaemw

k=0

Damit zeigt man leicht, daB M auch beschrdnkt und somit

kompakt ist.
Frap 2 cllall =W v aet Elall- W[l e Frar = T

I ra) &

= lay £ (FOBICILM)

168
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1

Also existiert ein a*e€ BJH- mit F(a*) = e(f)

n
u* = 2 a¥ u ist dann L8sung des Approximationsproblems.
=0 []

Definition: Eine Norm heiBt strikt, wenn gilt:

Il£ + gll = |Ifll + [lgll = £, g linear abhingig
Beispiele: | ||2 ist strikt, || ||, hingegen nicht. Letzteres
sieht man an dem Beispiel f =1, g =x in cl[0,11].

Satz 21.2: Das Approximationsproblem fiir strikte Normen ist

eindeutig l&sbar.

Beweis: Seien u® und u’ Lésungen und u* i= 1 (u* + u¥).
—_— A 1 2 2 1 2
Dann gilt:
1 1
I£ - u*]] < SlNE-uk|| +$lE-uk|l = (D)

u¥* 1ist also ebenfalls eine LOsung und in der Ungleichung gilt

Gleichheit. Dann folgt:

3 a«,pB € Eﬂ : % (£ - u?) = % (f - u;)

= (a=-B)f = ouj - B u,

o =4 = u? = u§

«a ¥+ B = feEU = ¢(f) = O0
~ lle-ufll = ll£-ugll = o
= uf = ug = f
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§ 22 Tschebyscheff-Approximation

Wir betrachten im folgenden die Approximationsaufgabe mit der

Norm

| £}l = Max |f(x)]
a,b

Definition 22.1: Seien Ujreee,u € Cla,b] 1linear unabhingig.

U =< U reeeruy > heift unisolvent, wenn fiir jede Unterteilung

a <X < X, < +..<X_ < Db und fir jede wWahl von vy.,
-0 1 n — Jj

j =0,...,n genau ein u* € U existiert mit u*(xj) =Yy

J =0, 0., .

Bemerkung: U unisolvent © det(uk(xj)) # 0 fiir jede Unterteilung.

© Jede Funktion u € U mit mehr

als n Nullstellen verschwindet

identisch.
_Beispiele:
H uv= 2P
n
2) uk(x)=eAkx . k=0,...,m , A%+0€ R
Ax, k X

det(uk(xj)) = (e J) = (yj) ist gerade die

Vandermonde-Determinante wvon (yo,...,yn).
3) U=‘7:1’ n=2m+1 flir O < a < b < 27

5 . _ _
4) < 1,x° > ist in [-1,+1] nicht unisolvent.

5) <-Bo,k""’Bn—k,k > 1in [xo,xn] nicht unisolvent.

Satz 22.1: Sei U wunisolvent, u€dU und»aixo<x <eee <X

1 <b.

n+1 —

(f-u)(xj) habe alternierende Vorzeichen, d.h.
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30, o] =1 : sgnl(f-nu) (xj)] = (—1)jo, j=0,...,n+1

Dann gilt:

n+1
Min | (f - w)(x.)] < e (£f) < ||f~-u]]
j=0 J
Beweis:
n+1
Annahme: Min | (f-u)(x.)| > e(f)
j=o J
n+1
= 3 v € U.: Min [(f-u)(x.)]| > ||[f£-V]| =
j=o ]
n+1
= Max [(f=-v)(x)| > Max (f-v) (x.)
[a,b] j=o J
= |(f—u)(xj)| > |(f—v)(xj)| ;, J = 0,...,n+1
Aus
- = - _ = (=T (e
| (£ u)(xj)l (sgn(f u)(xj))(f u)(xj) o(=1)- (£ u)(xj)
folgt:
o (=1)3 (£-u) (x9) > | (£=v) (xj)lio(—1)j(f—v) (%)), 3=0,... 1
- o(—1)j(v-u)(xj) >0 , 3 =0,...,n0+

v -~ u hat also mindestens n+1 Nullstellen. Da U unisolvent

ist, folgt v = u und damit ein Widerspruch. u

Definition 22.2: x <X, <...<X .4 heift Alternante (der L&nge n+2)
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zu f-u, falls f£-u an den Stellen xj mit alternierendem

Vorzeichen seinen Maximalwert annimmt, d.h.

30, Jol =1+ (£-u) (x)) = o(-1)7 || £ - ul]

Beispiel: n = 2

1
le-ull] -

={l £-ull

Satz 22.2: Sei U wunisolvent und u € U. f-u besitze eine

Alternante der Ldnge n +2. Dann ist u L&sung des Approxi-

mationsproblems, d.h. ||f-ul|| = e(f).

Beweis: Nach Satz 22.1 gilt:

n+1
HE€-ull = Min | (£-w (x| < e(€) < |[£-ul
j=o ]

Bemerkung: Es gilt auch die umgekehrte Behauptung, d.h. zu

jeder LOsung gibt es eine Alternante. Der Beweis ist schwieriger
(vgl. G. Meinardus, Approximation von Funktionen und ihre

numerische Behandlung).
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Satz 22.3: Sei U wunisolvent und a < X_< ... <X < b.
) Lo Do — 7o n+l1 =
Dann gibt es genau ein u € U und d € EU mit
ulxy) = £(xy) -~ d(-1)7 , 3= 0,...,n+1
und es gilt:
ldl < e(f) < [[£-ul
Beweis:
(f-u)(xy) = a(-1)7 , = 0,...,n+l
n+1
= |d] = Min | (fF~u)(x.)| < e(f) nach Satz 22.1.
j=o ]
n
Fiir d und die Koeffizienten a, von u = ) a, v, erhdlt
k=0
man die Gleichungen
v .
kz aj uk(xj) + d(-1) = f(xj) ;y J =0,...,n+1
=0
Das zugehd&rige homogene System lautet
v ]
u(xj) = kzo ay uk(xj) = -d(-1)" , j = 0,...,n+1

u hat also mindestens n+1 Nullstellen.

Da U unisolvent ist, miissen die ak und damit auch d ver-

schwinden, das homogene System ist also nur trivial l1l&sbar.
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Satz 22.3 bildet die Grundlage des Remes-Algorithmus zur

Losung der Approximationsaufgabe:

Sei f € cla,b] wund U wunisolvent. Gesucht wird ein u* € U

mit
[£ - u*]] < |[[£-ul], Yvuewu

Wir konstruieren eine Folge von Unterteilungen

(k) (k) (k) (k) (k)
X (%, pee ey xn+1) ro@ X<l <x 4 <D
und finden die nach Satz 22.3 eindeutig bestimmten u(k), d(k)
mit
u(k)(xj) - f(x;k)) - a®) (oq)3 , 3 = 0,...,nt
R I FEE Sl

Die Unterteilung X(O) kann beliebig gewd&hlt werden, es ist
jedoch ein wichtiges praktisches Problem, ein geeignetes X(O)
zu finden.
sei x™) perechnet. Falls |d(k)| = e(k), so ist ||f—u(k)H =
e (f) und das Verfahren kann abgebrochen werden. Fiir Id(k)l <€(k)
wird X(k+1) so gewdhlt, daB die folgenden Bedingungen erfiillt
sind:
(a) (f—u(k))(x$k+1) hat alternierendes Vorzeichen

k
() | (g=uty e {Ey ) e 5 = 0,...,nH
(c) |(f—u(k))(x§k+1))| > |d(k)| fiir mindestens ein j
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(k)l_

+
~

b
=

w
N o~ 4
w

~1alk) B S e o - oo - oo _“:>x&,z/: _—— -

In dem skizzierten Beispiel sind die Bedingungen (a) bis (c)

‘erfﬁllt, wenn x£k+1) wie eingezeichnet gewdhlt wird und die

ibrigen Unterteilungspunkte nicht ver&dndert werden.

Satz 22.4: Sei U unisolvent und seien die Bedingungen (a),

{(b), (c) erfiillt. Dann gilt

@ s R

(k+1)

Beweis: Wir entwickeln u nach der Basis {uo,...,un}
von U :
n
u(k+1) _ y a.(k+1)
. 1 1
i=o
Fir die Koeffizienten a£k+1) wnd fir a1 gelten die

Gleichungen
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n .
) a§k+1) u.(x§k+1)) + d(k+1) (-1)J = f(xgk+1)) 3=0,.0.,nH+1
i=o * ) J ’
Nach der Cramer'schen Regel gilt fir d(k+1):
uo(xék+1)) o un(xék+1)) f(xék+1)) _ u(k)(xék+1))
(k+1) (k+1) (k+1) k), (k+1)
uob%ﬁ1 AR unb%&T ) fb%&1 ) - u (gnH
dﬂd4) _
ubb%}+1h L nb%}+ﬂ) 1
ey g e (-1)?
(k+1) (k+1) n+1
qob%HJ .. u(x:n+1 ) (-1)

Dabei haben wir im Z&hler von der letzten Spalte

(u(k) xC()k+‘|) u(k)(x(k+‘l)))T

subtrahiert. Dies &ndert
n+1

(

) 1 e

den Wert der Determinante jedoch nicht, da der subtrahierte

Vektor eine Linearkombination der ersten n+1 Spalten ist.

Wir entwickeln beide Determinanten nach der letzten Spalte:

n§1 (f—uk)(xgk+1)) (_1)n+1+j D
(k+1) j=o J J
d B nii j n+1+j
y =13 (=1 J D,
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Dj entsteht aus beiden Determinanten durch Streichen der

j-ten Zeile und der letzten Spalte.

n+1
Sei “j = Dj /<i£o Di) . Dann gilt:
n+1 .
q (k1) Too=nd (g-a®y )y
j=o J J

Wir zeigen nun, daB die uj alle streng positiv sind:
Da U unisolvent, gilt Dj ¥ 0, J=0,cee,n+1 .

Betrachten wir die Unterteilung X(k+1):

—+ | | ; >
(k+1) (k+1) (k+1) (k+1)
X5 %5-1 Xy *n+1

Dj hdngt stetig von den x£k+1) , 1 ¥ j ab. Denken wir uns

x§§?1) in Richtung von x§k+1)

sich Dj dem Wert von Dj—1 stetig an, darf aber fiir keinen

XS§T1) verschwinden. Daher miissen Dj und Dj-1

gleiches Vorzeichen haben, woraus folgt, daB alle Di dasselbe

nun verschoben, so ndhert
Wert von

Vorzeichen haben, die yu., also streng positiv sind.
i p

Aus der Voraussetzung (a) folgt, daB auch das Vorzeichen von

(—1)J(f-uk)(x§k+1)) von Jj unabhdngig ist. Damit gilt:

nt1 (b), (c) nt1
@D = ]l ey S 1a®) ] wg = (e
J=0 J=0
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n+1

da Z ., = 1 .

j=o

Wir betrachten nun den Fall der Approximation mit Polynomen
n-ten Grades und untersuchen, wie gut bereits das Interpolations-

polynom approximiert.

Satz 22.5: Sei U = an und u* € U mit ||£f-u¥| = e(f).
Fir u € U gelte un(xj) = f(xj) s, jJ=0,...,n , wobei
die xj aus [a,b] und paarweise verschieden seien.
Dann gilt:
e - wll < v, * e(f)
11 I R

mit V. =1+ | w. (x) ] ’ ws(x) = M —

n j20 3 j i=o xj X,

i%7

. Beweis: Sei Ln der Operator, der eine Funktion in ihr Inter-

polationspolynom zur Unterteilung XoreeerX diberfiihrt. Wir

benutzen die Lagrange'sche Form des Interpolationspolynoms und
n

erhalten u =1L f = jzo f(xj) wy. Es folgt:
- = £ = ¥k x -
f u, f-u* + u* w
=f-u¥+ L u*¥ -1L £ (da u* = L_ u*)
n n n
= f-u¥ + Ln(u*-f) (da Ln linear ist)
n
= | (f~u ) (x)]| < | (f-u¥) (x)]| + ) |J(u*-£f)(x.)]| |uw.(x)]
n - j=O J J
n

< [[£-u*|| (1 + 7} ij(x)l)

jJ=o
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n
= lE-wll = a0+ I Jogeaf 1) et
j=o

Beispiel: [a,b] = [-1,+11, xj seien die Nullstellen des

Tschebyscheff - Polynoms Tn+1(x) = cos(n+t)t , x = cost:
]
1+3
X. = COos ( L) > yr J =0,...,n
J n+ 1

Durch numerisches Rechnen erhdlt man die folgenden Werte fiir

V. :
n
n A\
n
4 3.0
10 3.5
100 4.9

Im fiir die Praxis interessanten Bereich n < 10 vergrdBert man
den Fehler nur um einen Faktor kleiner gleich 3.5 , wenn man

mit dem Interpolationspolynom an Tschebyscheffstellen approxi-

miert.
Als Startnaherung',x(o) empfehlen sich daher die Maxima (Minima)
von f-—un, wobei un(xj) = f(xj), j=0,...,n - mit den Null-
stellen x. von T .

J n+1

Mit dem "Alternantensatz" 22.2 kdnnen wir die Minimalitdtseigen-
schaften der Tschebyscheff-Polynome, die wir im Paragraphen

{iber den Interpolationsfehler benutzt haben, beweisen:
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Sei [la,bl = [-1,+1]. Wir suchen ein Polynom u € j;+1 mit
Hochstkoeffizient 1 und ||lul|_ minimal.

Es gilt:

u=x" - p mit p € an und Hxn+1 - pl| minimal.

p 1ist also die bestmdgliche Approximation von xn+1 durch

ein Polynom n-ten Grades.

n+1 _ -n
Behauptung: x -p = 2 Tn+1(x)

Da 27 1 Tn+1 den HOchstkoeffizient 1 hat, ist p € 93n'

Noch zu zeigen: Es gibt eine Alternante der L3&nge n + 2.

Sei Xj = Ccos (ﬁg%) s J =0,...,n+1 . Dann ist

. = dry = - = (=1)3
T (xj) = cos ((nt+1) n+1) cos(j w) (-1)- ,

n+1

ey = (0 2 = =nd T - p)]

Also bilden die xj tatsdchlich eine Alternante.

180
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§ 23 Approximation nach GauB

181

Sei H ein unitdrer Raum. Wir benutzen die durch das innere

Produkt gegebene Norm:

]l = (£,6 /2

Seien Ujress sl € H linear unabhdngig und sei U =<u

n

Die Approximationsaufgabe lautet dann:

Fiir gegebenes f € H wird u* €U gesucht mit

l£ - u*{l = Inf ||£ - vl
uevu
Satz 23.1: u* existiert und ist eindeutig bestimmt.

IQ.u >l
o' ""n

Beweis: Die Existenz von u* folgt aus Satz 23.1. Die durch

das innere Produkt induzierte Norm ist strikt, da fiir das innere

Produkt die Cauchy-Schwartz'sche Ungleichung gilt. Aus Satz 23.2

folgt dann die Eindeutigkeit.

*

Satz 23.2: Es gilt u* = ) a, u, , wobei die Koeffizienten

. 1 1
1=0
*

ay durch die Normalgleichungen

1

n
(%) I a; (uu) = (£,u) k =0,...,n

bestimmt sind.
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Beweis: Wir formen die Normalgleichungen etwas um:

n
(w, , ] ay u;, - £) = 0 kK =0,...,n
i=o
o *
X a; u; - f 1ist also orthogonal zu U. Fir ein beliebiges
i=o
n
u = X a, u, gilt:
i=o *+ 1
n n n
- 2_ - 2 _ _ * * 2
£ -ull® =|If 1£o a; uy |l = || izo a; u; 4 iEo(ai a;)ull
. \ J
Y
e ut €U
n
=lle- § a¥ull® + || ) (@f-apull®
i=o i=o
o 2 2
> e - ) afull? = Jg-u*]
i=o

Beispiele:

1) H=¢?
Die Basisvektoren Ugreeery von U bilden die Matrix
A= (u,...,u). Fir £ e ¢ fihrt die Aufgabe ||f-ax]|

zu minimieren auf ein iiberbestimmtes lineares Gleichungs-

system, siehe § 8.

2) H=cC[-1,1], 0 = <1,t,t%> , f(t) =et

1 1/2
el = (5 lewriPae)

1 .
1 i+k 1+ (—1)l+k
= = t - L
(ui’uk) f Yy Y% dt I dt i+k+1

-1 -1
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(w . £) = [ 1-e%at = e~ 1/e
-1
1 t
(uy » £) = [ te  at = 2/e
-1
! 2 t
(u2 s £) = dt = e - 5/e

Die Normalgleichungen lauten damit

2 *
2 0 3 ag e 1/e
0 2 * = 2
-§- (0] a,] = /e
2 2 *
3 O 5 a, e - 5/e
und fiihren auf a; = 0.99629
a: = 1.10364
a; = 0.53672
. . t * _ % _ %, 2 _
Es gilt: Max | (e -—aj-al t - ayt | = 0.082

tel-1,11

Die Normalgleichungen vereinfachen sich bedeutend, wenn

uo,...,un ein Orthonormalsystem bilden:

und
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. *k . . .
Die ay heiBen in diesem Fall verallgemeinerte Fourier-

Koeffizienten von f bezliglich u ,...,u_ .
- o) n

4) H = cl[o,27]

u = k=O,:I:1, y £ n, n = 2m
k V27
2T 2T — 1 k = g
J uu, ax = 21—11 f etk=0x gy o {
0] 0] 0] sonst
Hier sind die a]: = (f,uk) die normalen Fourier-Koeffizienten.

n n 2T . .
1 -ikt ikx
u* = ¥ (f,u vy = o ) ( [ fe dt)e
=0 k=o' O

heiBt endliche Fourier-Reihe von f. Fiir n - «» kon-

. _
vergiert u in vielen F&dllen gegen £.

1 1 1 ' 1 1
5 { o se U }':{_ — COS X = i TN ] - i }
) uo, 1Yo /2—“' v ’ /Fsmx, ' 7o cosmx, 7 sinmx

a .
* _ ‘o .
ut(x) = - + ) (ak cosk x + bk sin k x)

heift ebenfalls Fourier-Reihe, Bei reellem f gilt
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4 N
ay cos kx
1 2T
ro= T [ 4 L. f(x)dx
0
bk sin k x
o »
Satz 23.3: Seien Ugreeerly linear unabhdngig. Dann gibt es
ein Orthonormalsystem vo,...,vn mit
< uo,...,um > = < vo,...,vm >, m=0,...,n .

Beweis: Wie Satz 7.1 durch das E. Schmidt'sche Orthonormali-

sierungsverfahren.

b
Sei nun H = Ccl[a,b] und (£f,q9) = J wfgdx mit einer Funktion
a

w, die "Gewichtsfunktion", welche stetig und in (a,b) positiv
ist. Ist u_ =1, U, = X,e..,0_ = xn, sO nennt man die Vi

"orthogonale Polynome" (zu (a,b) und w).
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Satz 23.4: vy hat in (a,b) genau k einfache Nullstellen.

Beweis: x,l,...,xm seien die Zeichenwechsel von vk in (a,b).
Wir zeigen, daB m = k gilt:
m
Sei g = i£1 (x-xi) E.?;
b
(q,v ) = jqukdx = 0 falls m < k
a
q Ve hat konstantes Vorzeichen
= 9 v = O in (a,b) Widerspruch! "

Bemerkung: Die Nullstellen von Vi trennen die Nullstellen

von vy + 1.

k¥ T By

Satz 23.5: v, 4 = (« ) vy = Y Vi1
Beweis:
I\) —_—
Ansatz: vy ., = (x - By) Vi = Yy Vg
Die Konstanten werden so bestimmt, daB Y+ orthogonal zu
vo,...,vk wird.
Fir & < k - 2 gilt:
v ) = ) ( ) ) = o
(Viepqrvy) = vy, By (V1 Vy T Vg rVy) =
® h{Vk, Vl) = 0
o (Vk'}<vz) = 0

e P .

Dies ist automatisch erfillt, da xv,
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Fir 2 = k-1 und 2

i

k erhdlt man die Gleichungen

(xvy v _q) - Y = O
Es gibt al 3 v
s gi also Bk 'Yk r SO daB Vk+1 1 <vb,...,yk:>.
v . .
vk+1 entsteht aus vk+1 durch Normieren.

Fir die Werte der Koeffizienten ak, Bk' Yy gibt es Tabellen.

Beispiele:
[a,b] = [-1,+1]. Fir w = 1 erhilt man Vi = ¢, P mit den
Legendre-Polynomen Pk:
P = 1 P - (5x~ - 3 x)
o} 3 2
P = x P = = (35x° - 3Ox2 + 3)
1 4 8
- 1 2 _
P2 = 3 (3 x 1)
AN
PO
P
2 P1
P
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Die Skizze zeigt, daB die Nullstellen von Pk+1 durch die-

jenigen von Pk getrennt werden.

Bei einer anderen Wahl von [a,b] und w erhdlt man andere

Orthogonalsysteme:

[a,b] w Bezeichnung

[—1,+117 1 P, Legendre-Pol.

[-1,+1] (1—x2)_1/2 Ty Tschebyscheff-Pol. 1. Art
[=1,+1] (1—x2)1/2 Uy Tschebyscheff-Pol. 2. Art
[-1,+1] (1—x)q(1+x)B Pﬁa’B) Jacobi-Polynome

(=, +>) e_xz/2 Hk Hermite'sche Pol.

(0, =) e—X L Laguerre'sche Pol.

k
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NUMERISCHE INTEGRATION UND DIFFERENTIATION

§ 24 Die Formeln von Newton~Cotes

b
Sei f € Cl[a,b]. Wir wollen das Integral I = [ f(x)dx numerisch
a

berechnen und dabei nur Auswertungen von f benutzen. Solche

linearen Integrationsformeln haben die allgemeine Form:

n
k=0

mit X, € [a,b] , Ak € HJ . Die Xy heiBen Stiitzstellen, die

von f unabhdngigen A heiBen Gewichte.

k

Wir betrachten nun die geschlossenen Newton-Cotes Formeln, d.h.

die Randpunkte des Intervalls sind Stilitzstellen:

X, = a + k ¢+ h r h = — k =0,...,n

n
I = z Ak f(xk)
k=0

Eine Mb6glichkeit, die Gewichte Ak zu bestimmen, ist, die
Funktion f durch ihr  Interpolationspolynom P 2zu ersetzen,

das an ihrer Stelle integriert wird:

In der Form von Lagrange lautet p:

n
p(x) = ] £x)uw, (x)
k=0
n X = XJL
mit w, (x) = T -
k =0 Xk~ %y
L%k
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b n b
- I = [ p(x)dx = Z | wy (¥)ax £(x)
a k=0 a
? ? n x - X,
= A =] e (x)dx = M — dx
k a k a =0 *k %y
L*k

Wir substitujieren x = ht +a und erhalten:

n n £ -2
A, =h [ T dt = ha
k o0 f%=o k-2 k
L*k
Fir n = 1 erhalten wir damit die,Trapezregel":
1
- t -1 = 1
a, = | —— dt = 3
o
1 1
a1=ftdt = 3
o
I, =2 (f(a) + £(b)) = 22 (£(a) + £(b))

Das Integral wird also durch die Fl&dche eines Trapezes ge-

ndhert:

Fir n = 2 ergibt sich die trotz ihrer Einfachheit relativ

genaue Simpson'sche Regel:
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(£(a) + 4f(b—”2"1"- ) + £(b))

wio

’

Die folgende Tabelle enthdlt die Koeffizienten aj fir n < 4:

n a, a, a, ajy a, Bezeichnung
1
1 1 1 -y Trapezregel
2 1 4 1 . % Simpson-Regel
3 ) 3
3 1 3 3 1 3 Newton'sche 3~ Regel
4 7 32 12 32 7 + 2 Milne - Regel

45

Flir n > 8 k&nnen negative Gewichte auftreten, was aus Rundungs-
- fehlergriinden nicht gut ist. Wie wir spdter sehen werden, kann
man Formeln hdherer Genaugkeit konstruieren, indem man die oben

angegebenen Regeln auf Teilintervalle anwendet.

1
Beispiel: I =[ e dx = e-1 = 1.7183
O
I.=4 (1 + e) = 1.8591
1732 .
1
I. =1 (1 + 4e? + e) = 1.7189
2% '
1 2
13==% (1 + 3e> + 3e3+e) = 1.7185

Man sieht, daB der Ubergang von I1 nach 12 einen groBfen

Gewinn an Genauigkeit ergibt.
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Der folgende Satz gibt eine Absché&dtzung fiir den Fehler |I—In

Satz 24.1:
+
i) f e Cn+1[a,b] = |I-1_| < hn+2 fo) Max [f(n 1)(x)|
n' = n
[a,b]
1 n n
mit c = TF T { mn |t-k|at
o k=o
ii) n gerade und f € c™?[a,b] =
1T - 1| <b™3 % max £ ()
n! = n
[a,b]
. * _ n
mit h 7 2 ©n

Bemerkung: Bei geradem n gewinnt man durch den Ubergang zu

n+1 keine Potenz von h . Die Potenzen von h sind optimal,

. * .
die Konstanten c cn k&nnten verbessert werden.

nl
Beweis:
i) Es gilt:
b
I-1 = é (f -p) (x)dx

und nach Satz 19.1:

(f-p)(x) = TH%%%% f(n+1)(€).
n
mit w(x) = 0 (x-—xk)
k=0
o |T-T.| < e i lw(x) [dx  Max |£ 1) (x)]
n ~ (n+1)! 2 [a,b]



Teil 5 193
b
c, ergibt sich aus der Berechnung von [ |w(x)]|dx:
a
b b n X = ht+a
[ w(x) dx = [ T |x-xk|dx =
a a k=o
n n
=n™? | 7 |t-k|at
o k=0
n n
= |I—In|ihn+2 (n+11),j m |t-k|dt Max |f(n+”(x)]
" o k=0 a,b
ii) Fliir gerades n 1ist w schiefsymmetrisch bezliglich der
Intervallmitte ¢ = EEE , €s gilt also
b
[ w(x)dx = 0
a
Sei z.B. n = 2:
wi(x)
—
%o ;>\\///;2
Damit hat man
b b
1 (n+1)
[ (f-p)(x)dx = mF) T [ wix)£ () dx
a a
N I f‘n“)(c)+(g—c)f‘n+2’(n)}dx
T (nH)! a
b
1 _ (n+2)
= T g'wbd(g c) £ (n) ax
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Wegen |& - c| < E%E = %; gilt:
b 1 B h (n+2)
| [ (f-p) (x)ax]| < Crm [ |w(x)]ax - %T Max |£'% (x) |
a T a [a’b]
= pi*? c, %? Max If(n+2)(x)|
[a,bl
= p+3 c,  Max lf(n+2)(x)|
[a,b]

Da das Maximum hoher Ableitungen von f sehr schwer zu be-
stimmen ist, sind diese Formeln zur praktischen Abschdtzung
des Fehlers unbrauchbar. Thr Nutzen liegt in der Information,
mit welcher Potenz von h der Fehler abf&llt und daB er vom

Maximum einer hdheren Ableitung abhdngt.

Wir konstruieren nun Formeln h&herer Genaugkeit. Gegeben sei

wieder eine &dquidistante Unterteilung x, =a+kh, h = b-a ’
k n

k=0,¢..,n

Wir integrieren stilickweise mit der Trapezregel:

Xe+1
[ fx)dx = 2 (£F(x,) + £( ))
X X)dx ~ 3 Xy Xk +1
xn n-1 xk+1
= I=] f(x)dx = Il f(x)dx
X k=0 x
o k
h n~-1
~ = kgo (£(x ) + £(x )
=D (f 42f +2f +...HE _+E) =
2 o 1 2 " n-1 n
= T
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mit der Abkiirzung fk:= f(xk).

Diese Formel heiBt zusammengesetzte Trapezregel.

Fiir den Fehler gilt:

n-1 | *k+1 H ‘
|I—Th| = z [ f(x)dx - 5 (E(x) + £(x,.))
k=0 'x
k
1 1 1
Nach Satz 24.1 gilt mit c, == [ t(1-t)dt = —= :
1 2 0 12
1 gl o5
-1 | < —= h Max | £" (%) |
h 12 k=0 [x, ,x ]
k! “k+1
< %% h3 Max | £ (x) |
[a,b]
= 2%3 h?  Max | £ (x) |
[a,bl
= 0(h%)

Flir gerades n bilden wir nun analog die zusammengesetzte
Simpson-Regel, indem wir die Simpson-Regel auf jeweils zwei

aufeinanderfolgende Teilintervalle anwenden und anschlieBend

summieren:
2-1 x
b 2 2k+2
I=J f(x)ax =} f f(x) dx
a k=0 x2k
~ B (f +4f, +f.,  + £, +4f_ +f, + )
3 o 1 2 2 3 4 e
h
= 3 (fo-k4f1-+2f2-+4f3-+2f4-+...-+2fn_2+4fn
= S

195
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Die Fehlerabschdatzung liefert:

II-5, | <8 &*n max £ (%)
h' =2 =2 [a,b] (
= E%E c; h4 Max |f(4)(x)|
[a,b]
- oY

Beispiele zur zusammengesetzten Trapezregel:

1
1y I = fe&¥ ax
o
h Th I - Th Quotient aufeinander-
folgender Fehler

1 1.8591 -0.1409 -

1/2 1.7539 -0.0357 3.95

1/4 1.7272 ~0.0089 4.01

Der Fehlerquotientzeigt den Abfall mit h2 : Bei Halbierung

von h geht der Fehler auf ungefdhr ein Viertel zurick.

h Th I -7 Quotient aufeinander-

folgender Fehler

1 0.5000 0.1667 -
1/2 0.6036 0.0631 2.67

1/4 0.6433 0.0234 2.70
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Hier f#llt der Fehler nicht mit h° ab. Unsere Abschitzung

ist nicht anwendbar, da vx ¢ C2[O,‘I].
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§ 25 Das Romberg - Verfahren

Das Romberg-Verfahren beruht auf der Trapezregel. Durch Be-
rechnen von Integrationsformeln mit verschiedener Schritt-
weite h 1lassen sich Formeln konstruieren, deren Fehler mit

einer hohen Potenz von h abf&dllt.

Flir das Integral

b
I = | f(x)dx
a

ergibt die Trapezregel:

[N}y

T1(h)= (fo+2f +...+2f + £ )

1 n-1 n
mit fi 1= f(xi) y Xy = a + ih , i=0,...,n , h=—7.,

Wir entwickeln nun T1(h) nach Potenzen von h

Satz 25.1: Sei f € C2m+2[a,b]. Dann gilt die Euler-McLaurin'

sche Summenformel:

T, (h) = I4—c1h24-czh4-k...4-%nh2m+ 0 (h2™*2
. k+1 Pk (2k—-1) (2k-1)
mit Cp = (-1) 7T (f (b) - £ (a))

und den Bernoulli'schen Zahlen Bk:

_ _
r By=35 + B3 =

Beweis: Siehe Stoer I, S. 165.
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Folgerung: Sei f € sz+2(nﬂ) 2n-periodisch. Dann gilt
a+2mw
j fmax = T, (h) + 0(n?™?)
a

Wenn f sogar € Cm(Eg) , so gilt

a+2mw
f of(x)dx - T, (h) » O schneller als jede Potenz von h .
a
Periodische Funktionen lassen sich also iiber die volle Periode
auBerordentlich gut mit der Trapezregel integrieren. Diese
vereinfacht sich in diesem Fall zu
n-1
T,(h) = h £

j=o

Wir konstruieren nun Formeln hoher Genauigkeit flir beliebige

Funktionen. Wir bilden dazu

nd 4. 4+ c ™ 4 o(nMt2,

Il
H
+
Q

—
oy
N
+

T1(h)

T+ c12_ h< + c22_4h4 oot Cm2-2mh2m +0(h2

m+2)

Il

h
T1(§)

= 2%, (g) -7 () = 2Z- 11 + c2(2'2—1)h4+... +cm(22'2m-1)h2m + 0mEm2,

2721 Rt - o 227
2 52_4 m 52 _4

1 ..2m 2mt2

h™"+0(h )

=] 20 By _ -
= I= 3 7T, - T,(h) -c

Mit

o V(92
Tz(h) 1= 3 (2 T1 (

h
2% _ 1 2

) - T, (h)

erhalten wir
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4 2m 2m+2
= ] 1]
I ="T,(h) +c,h +...+c'h + Of(h )

Durch Wiederholen dieses Verfahrens erhalten wir Formeln hdherer

Ordnung:
. . 2k
Sei Tk(h) eine Formel der Ordnung h™", d.h.
_ 2k 2k+2 2m 2m+2
Tk(h) =TI + ck11 +-ck+111 + ...+-cm11 + O(h )
h, _ -2k, 2k -2m . 2m 2m+2
Tk(i) =TI + ck2 h*"+ ...+ cm2 h + O¢(h )
= 2k h, _ _
2 Tk(z) Tk(h)
_ 2k _ -2 _ 2k+2 2k=-2m, . 2m
= (2 1)1 + Ck+1(2 1)h +...-+cm(2 Yh +
+ O(h2m+2)
Mit
_ 4 2k By _
gilt
2k +2
I Tk+1(h) + O(h )

Diese Konstruktion von Formeln h&herer Ordnung 1ldB8t sich im sog.

Rombexrg-Schema darstellen:

h T1(h)

5 mL Ty ()

% T1(%) Tz(%) T4 (h)

o ® T, () T, (%)XT4 (h)
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Die Rekursion schreibt sich am besten in der Form

_ h S hy _
Trar (0 = T )+ g (T () = Ty (b))
Da Tk(%) und Tk(h) flir groBe k und kleines h Jjeweils
gute Néhefungen fir I sind, tritt beim Bilden der Differenz
Ausldschung auf. Es lohnt also nicht, iiber k = 6 hinauszu-
gehen.
Bei der Berechnung von T1(%) wird man die schon in T1(h)
benttigten Funktionswerte mitbenutzen: Mit £ +1/2 = f(x.-k%)
ist
T(B)=£(f +2f + 2f, +...+2f + £ )
12 o) 1/2 10" n-1/2 n
=B(f +2f +2f, + ... +2f .+ £)
4 0 1 2 n-1 n
+ 8o + f +...+f )
2 1/2 3/2 n-1/2
=%—T1(h) + %(f1/2+f3/2+...~+f _1/2)
L \ y n <
bereits bekannt neu zu berechnen
1
Beispiel: I = [ e®dx = 1.718281828
0
h T1 T, T3 T4
1 1.859140914
z 1.753931092 1.718861151

1.727221904

N

1.720518592

ool =

1.718318841

1.718284155

1.718282687

1.718281842

1.718281829
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-

Die Romberg~Integration wird vor allem in Programmen zur auto-
matischen Integration benutzt. Sie sind etwa folgendermafBen

aufgebaut:

Eingabe: Gewiinschte relative Genauigkeit ¢ , Intervallgrenzen
a, b , ein Unterprogramm zur Auswertung von f , maxi-

male Anzahl n der Auswertungen von £

4V
Ausgabe: Eine Ndherung I £fir das Integral I mit

N
|T - 1| < €|I|, Zuverlissigkeitsindex

Verfahren:

.1) Man berechnet etwa 4-6 Spalten des Romberg-Schemas filir

h=Db-a, (b-a)/2, ...

2) Priifung der Genauigkeit in Spalte k . Es gilt

_ 2k 2k+2

Tk(h) =TI + ckl1 + Of(h )
h, _ -2k, 2k 2k+2
Tk(E) = I+ c.2h" + O(h )

h _ -2k 2k 2k+2
> T (3) - T, (h) = ¢ (2775-1)n"F + o(nFTE

- o n¥o @) -1, () +0m?KT?
k 2k k2 k
\ 2 -1
| 4
h
ey (3)
s h -2k h . .
Man priift, ob Ek(z) N2 Ek(E) . Falls die Abweichung

unter 10% liegt, wird €1 als Fehler akzeptiert.
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/
3) Man fiihrt das Romberg-Schema so lange fort, bis in der

Spalte ganz rechts (%)| < elTk(%)l gilt.

ley

Gute Programme haben auBerdem folgende Eigenschaften:

1) Falls die zu integrierende Funktion nicht analytisch ist,

erkennen sie dies und wenden ein anderes Verfahren an.

2) Hat f Dbeispielsweise einen Pol, k&nnen sie den Grad des

Pols schédtzen.

3) Teilintervalle, in denen die Funktion leicht zu integrieren

werden erkannt und abgespalten.

ist,
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§ 26 Integration nach Gau8

Wir suchen eine Integrationsformel filir das Integral

b
I =] wx)f(x)dx
a
mit einer in (a,b) streng positiven Gewichtsfunktion w .

Eine Integrationsformel der Form

n
G_f = A, f(x.

hat die 2n freien Parameter Aj und xj. Die Formeln von
Newton-Cotes integrieren ein Polynom n-ten Grades exakt. Wir

wollen nun fordern, daB

\

G £ = 1I fir f € JD
n 2n-1

Dies ergibt gerade 2n Bedingungen fiir die 2n Parameter.

Der folgende Satz zeigt, daB diese Forderung maximal ist:

Satz 26.1: Es gibt keine Formel Gn’ die in j;n exakt ist.

wfdx v £ € o

o -y

Bewelis: Annahme: Gn:f =

204

n
2
Sei £ = m (x-x.) €~?
. J 2n
j=1
b
= G, f = 0 # f wfdx > 0 Widerspruch!
a
Zur Konstruktion einer in gzn-1 exakten Formel Gn benutzen

wir die nach dem Schmidt'schen Verfahren konstruierten Ortho-~-

normalen Polynome N
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? { 1 m=n .
wp_ p.dx =
a noom 1 0 m#n

Wir wissen: Py hat in (a,b) genau n einfache Nullstellen.

",
Satz 26.2: Es gibt Formeln Gn’ welche auf jZn—1'

Die Xj sind die Nullstellen von P, und es gilt

exakt sind.

b n x—xi2
Aj=jw(x) n(——————) dx > O

a i=1 j i
i#j
Beweis:
Sei Gn die Newton~Cotes Formel zu den Nullstellen Xqree X,

von p s also

n b n x - Xy
G f = .X fw m % ax f(x;)
j=1 a i=1 73 i
i*j
Gn ist offenbar exakt in §2_1 » da ja gerade das Interpolations-

polynom vom Grad n-=1 integriert wird. Ist £ € j; SO

n-1"'

schreiben wir:

f=q P, + r mit q, r € ?;_1
b b b
= [ wfdx = | wgp, dx + fwr dx
a \a _/ a
—
=0 da qE?;_1
_ D
= G,r da r € jn—1

= G.r + Gn(q P,)

=0 da pn(xj)=0 y J=1,«..,n

it

Gn(r-kq pn)

= G _f
n.

[P
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Also ist Gn exakt in jZn—1 und wir miissen nur noch die

Formel fiir die Gewichte bestitigen. Mit

n X = X,
w., = m —
j i=1  ¥§ X,
i%]j

—
£
)
AN)
[oN)
»

ll
)
)

I
>

=
<

%

Beispiel: [a,b] = [-1,+1], w = 1.

Die xj sind die Nullstellen der Legendre-Polynome Pn

@)
0]
wln
wlo
wlun

1
I = [ e® dx = 2.350402
1
Die Simpson-Regel liefert:
I, = 2.362054

2

Dagegen ist mit gleich vielen Funktionswertungen

G3 = 2.350337
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Die GauB-Formeln sind erheblich genauer als die Formeln von
Newton-Cotes. Man kann aus ihnen aber keine einfache Vorschrift
zur Konstruktion von Formeln h&herer Genauigkeit, wie etwa das
Romberg~Verfahren, ableiten. Daher sind sie numerisch ohne

Bedeutung.
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§ 27 Numerische Differentiation

Eine effektive aber aufwendige Methode zur numerischen Diffe-
rentiation ist das Differenzieren des Splines, der f an den
Stltzstellen Xj interpoliert. Wir wollen nur die Methode dés
Taylor-Abgleichs vorstellen, die zu denselben Formeln fiihrt,

wie die Differentiation des Interpolationspolynoms.

p+1(ﬂg). Wir interessieren uns fliir eine N&dherung

Sei f € C
von f(k)(O), die mit Hilfe der Werte f(xj) an Stlitzstellen
Xj berechnet wird. Der Satz von Taylor liefert

(ih)*
21

P
£(ih) = ) £%)(0) p+1

L=0

+ O¢(h )

Wir bilden die Linearkombination

q p q
7 o« £(ih) = § £ o) L nt Y ita, + omPt
. i : 2! . i
i==-q f=0 i=-qg
Wir wdhlen die ai nun so, daB
) 1 L =k<p
?i [* » = { / L = O,...,p
i=-qg * 0 sonst
und erhalten
1 .k (k) : +1
orht £50(0) = ] o« £(1n)  + o®PT)
! i=—q

Fiir 2g+1 = p+ 1 filhrt das Gleichungssystem filir die oL auf
eine Vandermonde-Matrix, ist also l&sbar. Flir 2+ 1 > p+1

setzt man einige o, = 0, bis man wieder eine Vandermonde-
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Matrix erhdlt. Die LOsung dieses Gleichungssystems heiBt

Taylor-Abgleich.

Wir haben also mit

q

1 —
Dék)f =5 ] o« fun) = £%) 0y + omPT1E
. i
h i=—-q
. . s ' p+1-k
eine Differentiationsformel der Ordnung h .
Beispiele: k =1
p=1, g =1, a_1 = 0, ay = -1, a1 = +1
(1) _ £(h)-£(0) ' — nth)
Dh f = o ’ £'(0) = Dh £f + o0¢(h)
1 21
p=2,q9=1, @_y ="3r Gy = o, o, =3
(MY _ £(h)-£f(=h) 3 . _ (1 2
Dy f = o fec” = f£'(0) = Dy £ f 0(h”)
k=2
= 3 =2, & = 0, & =1 @ ==-1,0a, = 1 a, =0
P ! P -2 %17 27%0 r 71 T 2%

Déz)f _ f(h)-2£(0)+£f(-h)

2

£9(0) = Déz)f + o(n%)
h
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§ 28 DER FEHLER BEI INTEGRATION UND DIFFERENTIATION

b .
Sei If = [ f(x)dx zu berechnen. Steht anstelle von £ nur
a ~ ~
eine Ndherung f mit relativem Fehler ¢ (also |(f-—f)(x)|
< elf(x)]) zur Verfiigung, so kann nur die Niherung If fir

If Dberechnet werden. Es gilt
(28.1) |1f-1f| < [ |(f-£)(x)|dx <eI|f]
a :

Falls 1I|f|, |If]| die gleiche Gr&B8enordnung haben (z.B;

falls £ > O), so haben |If-If|, ¢|If| die gleiche GréBen-
ordnung, élso ;f einen relativen Fehler der GrdBenordnung e.
Die Integration ist in diesem Fall also eine gut konditionierte

Aufgabe.

Ist aber I|f|] viel gréBer als |If| (z.B. wenn f eine
stark oszillierende Funktion ist), dann ist der relative Fehler
von If viel gr&Ber als €. Die Integration ist dann schlecht

konditioniert.

Wir untersuchen nun, ob die Berechnung von £f durch eine Inte-

grationsformel der Ordnung p

f - 1f| < chP

n
I, f = z Ay f(x.) |Ih

ein gutartiger Algorithmus ist. Es gilt

~

| I, £ - If|

| A

[T (E = )| + | (1, - Df]

A5l 1EG) |+ c bP

I A
m
Ne-13

—
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Sind nun alle Gewichte Aj positiv, so ist

o~

Ajlf(xj)[ = Ih|f| v I|E

n
Y ALl lExy) ] =
=1 ] =1

J

und damit ndherungsweise
(28.2) |1,f - If| < eI|f| + chP

Vergleich mit (28.1) zeigt, daB hier eIIf[ der unvermeidliche,
chP  der Algorithmusfehler ist. (Dabei haben wir den bei der
Bildung der j-Summe entstehenden Rundungsfehler nicht berilick-
sichtigt; ér ist praktisch ohne jede Bedeutung). Ist alsc die

Schrittweite h hinreichend klein, etwa
(28.3) chP < e1|f] ,

so ist der Algorithmus gutartig. Dies ist nicht der Fall bei .

negativen Gewichten, denn dann kann
) |Aj||f(xj)| >> ¢ I|f]

sein.

Nun zur Differentiation! Im Prinzip k&nnen f(k)(O) (falls dies

(k)(O) beliebig verschieden sein.

{iberhaupt Sinn hat) und f
Wenden wir trotzdem eine Differentiationsformel der Ordnung

p+1-k

= =2 ! oy £(ih), |Dék)f-f(k)(0)| < c nP*17k
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an, so wird

IDék)E - (k) 0)] < |D}§k) (; - £)] + IDng)f ALY (0) |

(28. 4) eh ®a + cnPt1E

I A

gq
= 1 i
a k! i=z_q |o; | [ £(ih) | .
Hier kann man nun h nicht gegen Null gehen lassen, weil dabei
der Fehler {liber alle Grenzen wdchst. Es gibt hier ein optimales
h = ho’ bei welchem der Fehler minimal wird. Gr&BRenordnungs-
madnRig kann man hO aus der Bedingung ("balancing terms")

eh_ka = chp+1-k

bestimmen zu h_ = o(e/P)y  pir n = h_ st dann

p T - £10) (o) = o(cR/ (BH1),

Ein Fehler Ve in £ fihrt also - bei einer Formel der Ordnung

p und optimaler Wahl von h = 2zu einem Fehler e ’
oa =1 - L 1 in f(k). Dies bedeutet
p+1
1) Numerische Differentiation fiihrt zu einem Genauigkeitsver-
lust.

2) Dieser Verlust ist klein (d.h. o ~ 1) falls, p+1 >>k.
Insbesondere hdngt er von der Ordnung der verwendeten

Differentiationsordnung ab.
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Beispiel: Berechnung von f£f'(0) (k=1)

Formel P ho £
L (g£my-£(0)) 1 e1/2 /2
S (£ (h) £ (=h)) 2 e1/3 /3
. /5 _4/5
; /7 _7/8
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GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

§ 29 Anfangswertaufgaben gewShnlicher Differentialgleichungen

Es soll eine ganz kurze Einflihrung in die Theorie der Anfangs-~
wertaufgabe (AWA) gewbhnlicher Differentialgleichungen gegeben
werden. Flir eine griindliche Behandlung kann man etwa das Buch
W. Walter, GewShnliche Differentialgleichungen, Springer 1972

(Heidelberger Taschenbuch) konsultieren.
Sei D c EJZ ein Gebiet und f € C(D). Die Gleichung

y' = f(x,y)

heiBt gewdhnliche Differentialgleichung 1. Ordnung. Eine L&sung

dieser Differentialgleichung ist eine Funktion y € C1, so daB
y'(x) = £(x,y(x))

gilt. Die AWA besteht darin, eine solche L&sung zu finden,

welche auch noch durch den Punkt (xo,yo) geht, d.h.

y(xy) =y

’

o]

BEISPIELE:

1) Bevdlkerungswachstum.
Sei p(t) die GroRe der Bevdlkerung zur Zeit t, g(t, p)
ihre Geburtsrate, s(t,p) ihre Sterberate. Pg sei die
GrdBe der Bevdlkerung zur Zeit to.

Die Funktion p 1l6st offenbar die AWA

p _ _ -
3 - g(t,p) s(t,p) ' p(to) = Po .
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Lineare Differentialgleichung.

y' = px)y + q(x) ’ P, g9 € C(a,b) .

Die LOsung laBt sich explizit angeben. Man betrachtet zu-

ndchst die homogene Differentialgleichung (g = 0)
y' = px)y .
Unter der Annahme y(x) *# O erhdlt man der Reihe nach

X
yto_ 4 = =
v p(x), g #ny =p(x) , iny Xf p(t)dt +2n y

X O
[p(t)dt
X

Die LOsung hdngt also von einem freien Parameter Yo ab,

welcher offenbar gerade y(xo) ist und durch die Anfangs-

bedingung festgelegt wird.

Fir die inhomogene Gleichung (g # O0) macht man nun den
Ansatz
y = cX)yy

mit einer L&sung Yu der homogenen Gleichung. Es folgt

y' = c(x)yﬁ + c'(x)yH c(x)p(x)yH + c'(x)yH =

+

p(x)y C'(x)yH .

y dist also L&sung von y' = p(x)y + q(x), wenn c'(x)yy=q(x)

gilt. Mit
X
f p(x)dt
X

Yy
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ergibt sich

X , X
- px)at - -~ f p(s)ds
X X X
c'(x) = g(x) e , c(x) = Yo * [ q(t) e dt
%o
mit einer Konstanten Co' und weiter
t X
J p(s)ds | plo)yat
X Xy X
y = |y, + [ q(t) e dt | e
X
e}
X X
dt
[ pyat [ p(s)ds
= yo e © + f q(t) et dt .
X
e}

Der erste Term ist eine LOsung der homogenen Gleichung mit
Anfangswert Yo ! der zweite die L&sung der inhomogenen

Gleichung mit Anfangswert O.

y' =1+ y2, y(0) = 0 hat die Ldsung y = tanx . Als

stetig differenzierbare Funktion existiert diese nur fiir

|x| < m (obwohl f(x,y) =1 + y2 in Cw(IRz) ist).

o (T
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4) y' =y , y(0) = 0 hat fiir jedes c¢ > O die LOsung
[(Gooyye o aes
y(x) =
l\ 0 sonst

Die LOsung einer AWA braucht also nicht eindeutig zu sein.

Zur Formulierung eines Existenz~ und Eindeutigkeitssatzes be-

nétigen wir folgende

DEFINITION: f € C(D) erfillt in D eine lokale Lipschitz -

Bedingung, wenn es zu jedem (xo,yo) € D eine Umgebuhg U

und eine Zahl L gibt mit

[f(x,y) - £(x,¥)| < Lly-y| ., VvV (x,¥), (x,¥) €U

Diese Bedingung ist z.B. erfillt, falls £ € C1(D).

SATZ 29.1: f erfiille in D eine lokale Lipschitz - Bedingung

und (xo,yo) € D. Dann gibt es eine Ldsung y der AWA

y' = £(x,y) ' y(xo) =Yg

mit folgender Eigenschaft: Jede weitere LOsung der AWA ist eine

Restriktion von y.

Dabei heifit eine Funktion y: I » IR eine Restriktion von

y: I >R, wenn TcI und y,Y auf T ibereinstimmen.
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Die im Satz genannte Eigenschaft von y bedeutet einmal,
daB die L&sungskurve dem Rand von D beliébig nahe

kommt, zum anderen, daB die LOsung eindeutig ist.

218
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§ 30 Einschrittverfahren fiir Anfangswertaufgaben

Die AWA

(30.1) y' = £(x,y) ' y(xo) =Y,

besitze in einer abgeschlossenen Umgebung U von X eine

eindeutig bestimmte LOsung y . Wir wollen y auf dem Gitter
I, : X, =x +kh, k=0,1,... berechnen. Dazu ersetzen
h k o}

wir (30.1) durch die Differenzengleichung

1 _ .o
(30.2) E’ (Yk+1 Yk) = fh(Xk ’ Yk) ’ k =0,1,...

mit dem Startwert Yy, aus (30.1). Die "Schrittfunktion" fh

wird so gewdhlt, daB Yy eine Approximation fiir y(xk) ist.

Wegen
‘r+1
Y%, 4) — vix) =] f(x,y(x))dx
X
k
muf3 dazu
: k+1
(30.3) hf, (x,,y,) ~ i f(x,y(x))dx
X
k
sein. (30.2) heiBt Einschrittverfahren.
Die einfachste Art, (30.3) zu erfillen, ist

fh(xkr Yk) = f (Xkr Yk)

219
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Das so entstehende Einschrittverfahren
Yip1 = Y ¥ REGGY)

heiBt Verfahren von Euler oder auch Polygonzugverfahren.

BEISPIEL: y' =1 + y2, y(0) = O. Euler-Verfahren mit h=0.1:

k Xy Yy y(xy)

0] 0.0 0.0000 0.0000
1 0.1 0.1000 0.1003
2 0.2 0.2010 0.2027
3 0.3 0.3050 0.3093
4 0.4 0.4143 0.4228
5 0.5 0.5315 0.5463

Den "lokalen Diskretisierungsfehler" oder "Abschneidefehler"
eines Einschrittverfahrens bekommt man, wenn man die exakte

Lésung von (30.1) in (30.2) einsetzt:

1
Ty Far) =0 W) =¥ 0q)) = £, G0 ))0 % €U

DEFINITION 30.1: Das Einschrittverfahren (30.2) heiBt konsistent

(mit (30.1)), falls
lim Max |T (x )| =0 .
h-O XkEU h™ "k

Es heiBft konsistent von der Ordnung p, falls fir h > O

Max [Th(xk)| = d(hP)
x, €U
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BEISPIELE:

1) Euler-Verfahren.

Fir y' = f(x,y) ist

T Og) = R 00 Y 050D = 0y ()

v h " ~ ~

h w (Y

"Also: Ist y € C2(U), so ist das Euler-vVerfahren konsistent mit

der Ordnung 1.

2) Verbessertes Euler-Verfahren.

Nach der Trapezregel ist

X+ n 3
(30.4) [ £oe,yeoax = 3 {E0gyi)) *+ Eoq w0+ ow)
*x
fir £ € C2 (also y € C3). Weiter ist filir y' = £(x,y)
! Yy, q) = v(x) + hy'(x) + d(hz)

y(x) + hf(x, y(x)) +dh’) .

Setzt man dies in (30.4) ein, so entsteht

Xk -
L }{k £0uy (0)dx = 3{ £l rv(g)) + Elg,qye) + BEGGyG5)) )
| + d(hz) .
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Mit der Schrittfunktion
£, (x,y) = 2 {£(x,9) + £0cth,y+h £(x,¥)) )

hat man also

1
+1 ] X+ ' 5
=5 )  y'(xax -g¢ [  f(x,y(x))dx + d(h7)
xk xk
= J(h%)

Also hat man Konsistenz von der Ordnung 2.

2
BEISPIEL: v' =1+ vy, y'(0) =0, h=0.1. Verbessertes Euler -

Verfahren:

k Xy Yy y (%))

@] 0.0 0.0000 0.0000
1 0.17 0. 1005 0.1003
2 0.2 0.2030 0.2027
3 0.3 0.3098 0.3093
4 0.4 0.4234 0.4228
5 0.5 0.5470 0.5463

Die Verbesserung gegeniiber dem (einfachen) Euler-Verfahren ist

offenkundig.

Wir wollen nun systematisch Verfahren hoher Konsistenzordnung

herleiten. Eine vielbenutzte Klasse solcher Verfahren sind die
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Runge - Kutta - Verfahren. Das Verfahren m-ter Stufe lautet

Y41 v + BByt B ooy

f1(XIY) = f(x,y)

fm(x,y) f(x + amh ,y-+h[Bm1f +...+8B

1 fm_1](XIY))

m,m-1

Man stellt alle KRoeffizienten in dem Schema

0]
% | B2y
o(m Bm1 Bm -1
Y o+ .- Y
k-1
zusammen. Man nimmt dbrigens immer a, = ) B an.
g=1 <%
BEISPIELE:
m =1 —
1 Euler, p =1
_ h
o Vg1 = Ve T35 EGy)+E +h, vy +hEx,y)))
m= 2 1 1
Verbessertes Euler, p =2
1 2
2 2




‘'eld ©
0 =y + D (f +2f +2F +f
N1 ¥ 78 M 2 3
m= 4 1 1
2 2 f1 =f(xk'yk)
1 1 _ h h
219 3 £, = gtz otz )
_ h h
1 0 0 1 f3 = f(xk+2 ’ yk+§f2)
1 1 1 1 B
(Standard) Runge-Kutta, p =
0 v .=y + 2 (£, + 4f, +
k+1 kT 6 ‘71 2
m = 3
5 £ = £(x, .7,
21| 2 1 k' Yk
1 1 2 f = f(x, + = +hf
2 x T2 ¥k T3
1 4 1 _ )
€ & 6 f3 = £y +h,y - hiy

224

4)

4.

+ 2h f2)




Herleitung des 3-stufigen Verfahrens (d.h. m=3) der Konsistenzordnung 3 (d.h. p=3) filir f € C3:

fl = f(x,y) = f =y’
f2 = f(x+ azh , y+621hf1) = f(x+a2 h , y+a2hf)
1 2 2 3
= f + + + = +2f £__+£°f + d(h
kEJ ha2 (fx ffy) > (azh) {fxx va,xy YY} ( .)
Y' Y" D

= — 2 3
f, = f(x+a3h,y+631hfl+832hf2) = f(x+a3h,y+ha3f+h 832a2y") + &(h7)

_ 2 : 1 2 2 1 2.2 3
= f+ha3fx+(ha3f+h 832a2y')fy + 5 (a3h) fxx + (a3h) f fxy + 5 (ha3) f fYY + ¢(h”)
2 1 2 2
= f+ha,(f_+f£f_) + h"(B vy'fE_+ 5 a5 (f + 2f £ + £°f__)) + d(h3)
o 3k_§v__zj 32 2 Y 2 73 L XX ny YY) i
Y' Yu D 2
=
N
Lokaler Diskretisierungsfehler: '
_ 1 - -
T, (x+h) = ~ (v(x+h) - y(x)) (v, + vof, + v3E3) (x,¥(X))
0 4 By + By = vy 4y, )Y - Blyga, + ygay)y ()
Y 2 Y 3 Y Y1 Yo Y3 Y Y50y Y3Q3 Y
2,1 2 1 2 3
h( > 05 DY2 + (332a2y"fy + 5 a3 D)YB) + ¢&(h”)
Taylor-Abgleich:
Faktor von h° : 1 = y7 t vyt Y,
" 1, 1 _
h™ 2 5 = vyoy * v303 .
" 2 1 — 1 2 1 2 Do
h™ 2 g ¥"'= 5 0y Dy, + Bayyayva¥'fy + 5 a3 Dy v
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Zur Umformung der letzten Gleichung berechnen wir

'ty =D o+ oy f
Y Y v

Die Gleichung ist also erfilillt, wenn die beiden Beziehungen

(112

= B3y 0y Y3
erfillt sind.

Wir haben also 4 Gleichungen filir die Koeffizienten Yir Yor Y3

Oy, O3, 832 gefunden. Eine L&sung ist

Dies ergibt das in der Tabelle angegebene Verfahren der Stufe 3.
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§ 31 Konvergenz von Einschrittverfahren

Vom lokalen Diskretisierungsfehler zu unterscheiden ist der

globale Diskretisierungsfehler

DEFINITION 31.1: Das Einschrittverfahren heiBt (gegen die

AWA) konvergent, falls

lim Max |Dh(xk)| =0
h+O XkEU

Es heiBt konvergent von der Ordnung p, falls

Max |D, (x,)| = g(bF)

xkEU

LEMMA 31.71: Seien g, d a nichtnegative Zahlen mit

k" "k
dk+1 < q<%{ + ap ' k=0,1,...
Dann gilt
dk < qkdO + %51 qk_j_1 aj .
J=0

BEWEIS: Durch vollstdndige Induktion.

SATZ 31.1: fh erfliille in einer Umgebung der Kurve (x,y(x))XEU
eine Lipschitz - Bedingung, d.h. es gebe von h, x unabhdngige

Zahlen d4d > O, L > O mit
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|fh(x,z1) - fh(x,22)| < L{z1 - 2, ,

falls |y(x) - Zi| <d, i=1,2 , X €U

Dann gilt: Solange Iy(xk) - vl = d ist, besteht die Ab-

schétzung

lek—xol k
—1) Max |Th(xj)[ .

g0 = vl < 1(e _
J=1

BEWEIS: Aufgrund der Definition des lokalen Diskretisierungs-

fehlers haben wir

y(xk+1) - y(x ) = h £, (% y(xk)) +-f1Th(xk+1) .
Das Verfahren lautet

Y1 7 Yk = b 0y :
Subtraktion der beiden Beziehungen ergibt mit dk = y(xk)--yk

d - da, = h(fh(xl'{,y(xk)) - £, (% ¥, ) +R T (g ).

k+1

Solange Idkl < d 1ist, folgt aus der Lipschitz - Bedingung

|8pq =Gl < BT la] + hlTp G ]

oder

ld (1+hL)|dkl,+ h[Th(x

k+1‘ k+1)‘ )

Das Lemma ergibt nun unmittelbar
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la, | < n kz1 (1 + hr )< 37" |T, (x...) |
kD=L . h " 5+1
k=1 keioq kK
<h J (1 +h5)* Max |T, (x.) |
j=0 j=1 J

Die behauptete Abschdtzung ergibt sich durch Aufsummieren der

geometrischen Reihe.

SATZ 31.2: Das Einzelschrittverfahren sei konsistent (von der

Ordnung p)} und fh erflille die Voraussetzung von Satz 31.1.

Dann ist das Verfahren konvergent (von der Ordnung p ).

BEWEIS: Man wahle ho so klein, daB fiir alle Xy €U

L(xX,-X ) k
-% ( e KO L 1) Max |Tp(x.)| = d .
j=1 ]

Dann gilt die Abschidtzung von Satz 31.1 fir alle x, € U,

h
und die Konvergenz (von der Ordnung p) folgt.
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§ 32 Mehrschrittverfahren

Ein lineares m-Schrittverfahren hat die Form

m m

z Oy Yepy = h ¥ B. f(x

v k+\)'yk+\)) ’ k=20,1,...
V= V=

Yk=Yk 2 k=o’o.o’m-1 °

m-1 Diese kdnnen etwa

Es benStigt also m Startwerte §o’

e e o,

durch ein Einschrittverfahren gewonnen werden. Gegeniiber den Ein-
schrittverfahren besitzen Mehrschrittverfahren den Vorteil, dafR
sie pro Schritt nur eine Funktionsauswertung (namlich

fv(x v der groBte Index mit Bv # O ) Dbendtigen.

k+v’yk+v)’
Ein Beispiel eines 2-Schrittverfahrens ist die Mittelpunkt.sregel

- Yy = 2h f(x

Y2 k+1'Yk+1) .

Ein Einschrittve;ﬁghren heiflt explizit, wenn Bm = 0. Dann 1l&dBt

—— _

sich Yic4m unmittelbar durch Yirm-17°° 'Yk ausdriicken. Ist
Bm # 0 , so tritt Yitm auch auf der rechtem Seite auf
und man mufB Yieam durch L&sen einer nichtlinearen Gleichung

berechnen. Dies kann iterativ in der Form

-1
(t+#1) | ™ _ (t)
%M Yi+m t i Oy Yi+y ~ h Bm f(Xk+m’yk+m)
m-1
+h vio Bv f(Xk+\)’Yk+\))

geschehen. Wegen
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(t+1) [
Y B
__“kim  _ h -2 f (x ’y(t) )
5 (t) a Y k+m’ *k+m 0
yk+m

gewinnt man bei jedem Iterationsschritt einen Faktor ¢(h) an
Genauigkeit. Die Iteration konvergiert fiir kleine h also sehr

(0)
schnell. Den Startwert Ytk

Verfahren berechnen. Man kombiniert also ein explizites mit einem

kann man etwa durch ein explizites
impliziten Verfahren. In diesem Zusammenhang heiBt das explizite
Verfahren Prddiktor, das implizite Verfahren Korrektor, und man

spricht von Prddiktor - Korrektor - Verfahren.

Im Folgenden werden wir die rilickwdrtsgenommenen Differenzen

VY, = Yy~ ¥
2 _ _ _ _
VY = VY 7 Wy TV - 2V g+ Yy
-1
vqyk = yy9 ¥y
benutzen.

LEMMA 32.1: Es gilt fiir g 2 0

vly, = U@y, 0 Vg = -1V vy,

v

Il ™MQ

0

BEWEIS: Wir definieren auf dem linearen Raum der Folgen

Y= (Y )koro, 4o den linearen Operator

(TY)k = Yk_l .
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Die binomische Formel ergibt

dy(_1yVmV
(I (-1)¥z :

Wegen I - T =1V, (Tvy)k = Yoy ist dies die erste Formel.

Die zweite bekommen wir ganz entsprechend aus

™= (1 - v)9 =

I ™MQ

q _ vV
(I (-v) :

v=0

232

LEMMA 32.2: Das Polynom p vom Grade < q mit p(x,_,) = v,

£ =0,...,9 1ist

p(x) = Ny

Hier sind die Binomialkoeffizienten fiir reelle s durch

(3)=%s(s-l) cee (s - (v -1)) )

erklédrt.

A

BEWEIS: p ist ein Polynom vom Grade g, denn es ist

(T8%) = == (-s = v +1) ... (-s) € ? )

Vv v! v

Weiter gilt fir 0 sy £ g
d v
- _ u v
P(Xk_u) = vio (-1) (v) VoY
u
= 3 (-1)7 ) vy
v=0

(-1)% (T5)vY vy , s = :
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nach Lemma 32.1. n

Zur Aufstellung konkreter Mehrschrittverfahren gibt es grund-

sdtzlich zwei M&glichkeiten:

(a) Integration.

Aus der Differentialgleichung folgt durch Integration

X
k+m
vz, ) - vix,,) = J f(xyx))dx .
k+2
Man ersetzt nun f(x,y(x)) durch das Interpolationspolynom p
vom Grade m an den Stellen KprooorXp o (implizites Verfahren)
oder vom Grade m-1 an den Stellen RpreeerXp o q (explizite
Verfahren) und setzt
xk+m
Vi ~ Ykp = S P(X)AX -
Xk+2

Als Stiitzwerte werden bei der Interpolation die Zahlen f(xj,yj)

genommen. Es ist dann p(x) eine lineare Funktion der Zahlen

f(xj'yj)'

Die verschiedenen Verfahren unterscheiden sich durch ihr Inte-

grationsintervall (x und durch die Stilitzstellen von

K+ Xk+m)
pP. Wir betrachten folgende M&glichkeiten:
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Intervall
(X tm-17Fk+m (X 4m-2 7 X4
Stiitzstellen
KprooorXpn g Adams-Bashforth Nystrom explizit
Rpreeor X Adams-Moulton Milne-Simpson implizit
Adams-Bashforth:
X+m m-1 v o—s v
Yirm = Yetm-1 = xf p(x)dx , p(x) = >=:0 (-1)" )V e
k+m-1
_ 1 m-1
= h(vfpim1 t Y1V Tttt Y1V T Epimed)
Dabei haben wir fk fiir f(xk,yk) geschrieben.
X
k+m X-X
k+m-1
vl g
= (-1) S (v )ds
0
Adams-Moulton:
Xk+m m Y o_g .y
Yerm - Yk4m-1 - Xf p(x)dx , p(x) = \io(_l) CoIV
k+m-~-1
= h(y_f + vy, ViE + + vy v )
o~ k+m 1 k+m = °°° m k+m !
X
k+m X-X
_ 1 4V -s _ k+m
Yy T h (-1) XJ' ( v)dx ;s S = h
k+m-1
o0 g
= (-1) JS (v ) ds
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Nystrom:
v -y = h(y_f +v Vlf + + vm'lf )
k+m Yk+m-1 o k+m-1"Y1" Tk+m-17 T V-1 k+m-1'
vV +1 -S
Y, = (-1) S () ds
~1
Milne-Simpson:
Yy, -y = h(y £, + YV E, . +...ty VOF, )
k+m *tk+m-2 o k+m 1 k+#m """ Yn k+m
AV 0 -S
Y, = (-1) _.l/'(\))ds

Die Y, sind in Tabellen erfaBt (siehe z.B. Henrici, S. 191):

v 0 1 2 3 4
1 D 3 251
Adams~-Bashforth 1 5 17 8 720
1 1 -1 _ 19
Adams-Moulton _ 1 -3 15 >4 550
5 1 1 29
Nystrom 2 0 3 3 56
Milne-Simpson 2 -2 1 0 "
3 90

Als Beispiel fiir den Gebrauch dieser Tabelle betrachten wir das
2-Schritt-Nystrom-Verfahren. Mit Yo = 2, Y] = 0 aus der ent-

sprechenden Zeile der Tabelle ergibt sich mit m = 2

Vg2 ~ Yy T 2hfp 4 ’

also gerade die Mittelpunktsregel.
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(b) Differentiation.
In der Differentialgleichung ersetzt man die Ableitung in einem
Punkt Xyt g durch die Ableitung des Interpolationspolynoms vom

Grade m mit Stiitzstellen KpreoorXp o und Stiitzwerten

Yireoo 1 Ypam'

P (Xyppg) = £y pr¥iyy)

m X-X
vV, =S, ,V _ k+m
L I R T

p(x)

Dies ergibt ein Verfahren der Form

m
AY -
= Yy,m-2 VU Yiam T P frig '
v=1
op & gV -s
Yv,m-g = h ax D (\J)|x=x
k+2
_ (-1yv 4 (-s
=D g OO :
Offenbar ist Yo,m—z = 0. Einige Yv,r finden sich in folgender
Tabelle:
v
r 1 2 3 4
1 1 1
0 1 pl 3 ;
1 1 1
L L =3 "% "1z
3 1 1
2 L3 3 12

Das 2-Schritt-verfahren mit & = 1 lautet zum Beispiel
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1 1 2 _
Vi¥pen =5 Vi¥pgpy = h £y oder
Yeep T Yx T E

also wieder die Mittelpunktsregel.
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§ 33 Konvergenz von Mehrschrittverfahren

Den lokalen Diskretisierungsfehler eines Mehrschrittverfahrens

erklart man wie beim Einschrittverfahren durch

m m
=1
Th(xk+m) " h E: av Y(Xk+\)) E: Bv f(xk+v’Y(Xk+v))
v=0 v=0
1 m m
= 2 o, v(x ) 2 B, v'(x )
h v=0 v k+v V=0 v k+v

flir die exakte LOsung y. Die Definition der Konsistenz erfolgt

dann wortlich wie beim Einschrittverfahren.

BEISPIEL:
1) Um die Konsistenzordnung des Adams-Bashforth-Verfahrens zu
bestimmen, erinnern wir uns an die Herleitung des Verfahrens.

Danach ist

1 1 Xk+m
Ty (Xpiy) = F (VX )-vix 0 1)) - § Xf p(x)dx ’
k+m-1
wo p das Interpolationspolynom vom Grade m-1 der Funktion

f(x,v(x)) an den Stiitzstellen XpreoorXpn q ist. Nach § 19

ist fir £ € cM

p - £ = o(h") ,
so daB wir
1 Xk+m m
T (%) =5 4 (£(x,%(x))-p(x))dx = d(n™)
X
k+m-1

erhalten. Die Konsistenzordnung ist also (mindestens) m.

Ebenso sieht man, daB die Konsistenzordnung des Nystrdm -
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Verfahrens m ist, wdhrend die Konsistenzordnung der beiden

impliziten Verfahren Adams-Moulton und Milﬁe-Simpson m+1
ist.
_h
yk+2—(l+a)yk+l+ayk =3 ((3—a)fk+1—(l+a)fk) .

Es ist fiir v € C4

y(ka) = y(xk) + vhy'(xk) + % v2h2y"(xk) + % v3h3y"'(xk)+0(h4).
y'(xk+v) = y'(xk)+ vhy"(xk) + % v2h2y"’(xk) + d(h3)

und damit

N

T (R = h(% - L 14y - % (3-a) )y"(xk)

+ %8 - L (1va) - 3 (3-a) )y (x) + o(nY)
= h? <% + %)y’”(xk) + a(h?)

Wir haben also Konsistenzordnung p= 2 filir a # -5

4

sonst p=3.

Wir kommen nun zu einem wichtigen Begriff. Numerische Experi-
mente mit dem im letzten Beispiel angegebenen Verfahren er-
geben befriedigende Resultate flir a=0 (d.h. Adams-Bashforth
mit m=2), aber unbrauchbare fiilr a = -5. Die Konsistenz-
ordnung kann also filir die Konvergenz nicht, wie bei den Ein-

schrittverfahren, das einzig MaBgebende sein. Wir werden
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sehen, daB bei Mehrschrittverfahren neben der Konsistenz die
Stabilitdt notwendig fiir Kons%gtéhz ist.
9.7 SB e

Sei fir X e T

m v m v
p(A) = = o, AT, o(A) = = Bv A .
v=0 v=0

Die Eigenschaften dieser beiden Polynome werden sich-als flr

die Eigenschaften des Mehrschrittverfahrens wichtig erweisen.

DEFINITION 33.1: Ein Mehrschrittverfahren heifit stabil, wenn

fir die Nullstellen X von p folgende Bedingung erfiillt

ist
a) [Aa] 1 b) Ist |x| =1, so ist A einfach.
BEISPIELE:

1) Adams-Bashforth.
Es ist p(A) = xm'l(x—l). Nullstellen sind X = 0 ((m-1)-fach)

und M = 1 (einfach). Also ist das Verfahren stabil.

2) Nystrom.

m-2 (32_1). Nullstellen sind A = 0 ((m-2)-

Es ist p(A) A

-fach) und X = +1 (jeweils einfach). Also ist das Verfahren
stabil.
3) Das oben genannte Verfahren mit p(X) = xz - (1+a)x + a

= (A-a)(A-1). Das Verfahren ist stabil genau dann, wenn

la|] £ 1, aber a *# 1 ist.

e
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DEFINITION 33.2: Ein Mehrschrittverfahren heift konvergent, wenn

fiir alle Startwerte vy, mit 1lim |y(x,)-y,| = 0 k=0,...,m-1
k h_)o k k ? r ’
lim Max |y(xk) - ykl =0
h-»0 xkEU

gilt. Es heiBt konvergent von der Ordnung p, wenn aus

-5 = P _ _
v(x,) - v, = 0(bF), k=0,...,m-1

Max ly(xk) - ykl = o(hP)

XkE )

folgt.

Wir wollen zeigen, daB Konvergenz gleichbedeutend ist mit Konsi-
stenz und Stabilitdt. Dazu bendtigen wir einige einfache Tat-

sachen iiber Differenzengleichungen.

Unter einer linearen Differenzengleichung mit konstanten Koeffi-

zienten versteht man eine Gleichung der Form

m
> o
v=0

o Zxey = S+ K=0,1,...

8!

Die Gleichung heift homogen, falls Cp = 0, andernfalls inhomogen. vk?

Fiir die Lo6sung der homogenen Gleichung macht man den Ansatz

Zy = xk. Dies ist eine L&8sung, wenn
m
> o AFV =Kk 00 =0 . k=0,1,...
- v
v=0
d.h. wenn p(A) = 0 1ist. Ist A eine zweifache Nullstelle von

p, so ist p'(A) = 0 wund damit auch
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tMB

m m
av(k+v)kk+v Ak{:k > avkv + = avvkv}
v=0 v=0 v=0

Wik on) + ot =0

d.h. es ist auch Zy = kkk Losung. Genau so sieht man, daB
k

im Falle einer r-fachen Wurzel A die Folgen 2z, = A,

k
_ k _ ,r=-1.k . . .
Z, = kA reeerZy = k A Losungen sind. Damit hat man aber

auch schon alle L&sungen der homogenen Differenzengleichungen

gefunden.
SATZ 33.1: Seien Al,...,kn die Nullstellen von p mit den
Vielfachheiten LireeesTp. Dann sind
x? ) kk?,...,krj_lk? . 3=1,...,n
m = ry + ... + r, L&sungen der homogenen Differenzengleichung.

Jede weitere LOsung Zy ist eine Linearkombination dieser

L6sungen, d.h. es gibt mit Konstanten a

jr
n rj—l
z, = X X ay. kT K
j=1 r=0 ’ ]
Die a_. sind eindeutig bestimmt.

rj

BEWEIS: Sei ¢ % 0. Die Differenzengleichung kann dann in der

m
Form . -
O 1 O o e O
I 7 0] 1 O . (@]
dy
D,, = AD, , D, =| . , A= .
k-1 | 0 0 1
“%y T%1 * T%-1

geschrieben werden.
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Dann ist also Dk = AkDo. Ist J = X_l A X die Jordan'sche

Normalform, so ist

=1 _k
Dk =X J X Do
In unserem Fall haben die Jordan-Kidstchen Jl""’Jn zu den
Eigenwerten xl,...,xn die Dimensionen LSRR Die Potenzen

von Jl haben wir schon in §16 ausgerechnet; wir fanden

Kk r,-1

_ -,k
J- = AK(AO + KA, + ... + Kk A

_4)
1 rz 1

mit gewissen Matrizen Aj’ die noch von AK abhangen. Dk ist
also wirklich als Linearkombination der genannten Ausdriicke

darstellbar.

Als wichtige Folgerung aus Satz 33.1 haben wir:

SATZ 33.2: Ein Mehrschrittverfahren ist genau dann stabil, wenn

alle Losungen der Differenzengleichung

a =0 , kK 0,1,...

v zk+\)

IR

v

fir k - o Dbeschrankt bleiben.

SATZ 33.3: Sei A eine (m,m)-Matrix und p(A) ihr Spektral-

radius. Alle Eigenwerte von A mit Betrag p(A) seien alge-
braisch einfach. Dann gibt es eine Vektornorm || | , so daB

Al = p(A).
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BEWEIS: Seien A;,...,A  die Eigenwerte von A mit lxil = p(A).

Dann gibt es eine Matrix X , so daB

wo die (m-r,m-r)-Matrix B nur noch die Eigenwerte mit Betrag

< p(A) hat. Nach 5atz 16.1 gibt es eine Norm | [ in
c™ Tt mit IBI _,. £ p(A). Fihren wir nun in ™ die Norm
Xr
‘ ] = Max (Ixl,, lIxg_ 1)
m-r

ein, so leistet die Norm HX_le das Gewiinschte.

SATZ 33.4: f erflille in einer Umgebung der Kurve (x,y(x))er
eine Lipschitz-Bedingung, d.h. es gebe von x unabhdngige Zahlen
d >0, L >0 mit

|£(x,z7) - f(x,zz)[ < L|z1 =z, |
falls |zi - y(x)| £ 4, i=1,2. Das Mehrschrittverfahren sei stabil.

Dann gibt es Konstanten Cl’c2’ h, > 0, so daB fiir h < h

0 0

lv(x, )-v,] Sc ecz(xk—xo) ﬁ;i ly(x, )=y, | + sz |T, (%) |
k k=71 = — k=0 k k j=m h*™j !

—_

solange |y(xk)—yk| < d.
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BEWEIS: Nach Definition des lokalen Diskretisierungsfehlers
ist

m m
vib OL\)Y(Xk+\)) = h vib Bv f(xk+v’Y(xk+v)) +h Th(xk+m) ’

und das Verfahren lautet

m m

> By =h > g f(x Y )
v=0 Y k+v v=0 VY k+v’“k+v

Substraktion ergibt mit dk = y(xk) - yk

m m
vi% avdk+v = h JEOBv(f(xk+v,Y(Xk+v))-f(Xk+v,Yk+v)+11Th(xk+m)
= h ck
Mit Hilfe der Matrizen und Vektoren (am = 1)
0o 1 o 0 ]
O O 1 0O e o (@] dk ?
A= . » Dy = . , B=| -
L) * O
o) . . 0 1 Ay im-1 | 1 |
% "% -1

konnen wir dies auch in der Form

D

K+1 ADy+hoc B

schreiben. A hat p(A) als charakteristisches Polynom. Nach

Satz 33.3 gibt es also eine Vektornorm || |, so daB |lAl £ 1.

Es folgt
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ID Il + hlc, |IBI

1Dy, 1! < 1D,

Solange lyk—y(xk)l £ d gilt, haben wir

)

m
o] s L 18 g L+ 1Ty Gy |5 ROUDE D4 1)+ Ty Gy

mit einer geeigneten Konstanten K. Fiir hiBll Kl < 1 ist also

I qHDkH + ha

Dperl = k ‘
g = (1+hIBIK) / (1-hIBIK) , a, = |Ty(x,, )| / (1-hIBIK)

Nach Lemma 31.1 folgt

k-1

ID I £ gD +h = g~ 371 a, .
k 0 - J
3=0

Nun benutzen wir die Ungleichung

1+x 1

T S 1+ 4x , x| = 5 .
Dann wird flir hlBIIK £ 2 g £ 1 + 4 hiBIK und damit

X, -X k 4HBHK(xk—xO)

& < ( 1+4 B K 22 >

A

(<]

Fiir Dk ergibt sich nun durch Aufsummieren der geometrischen Reihe

« k_y k-1
HDkH £q HDOH + h g:I— Mix aj
j=0
41IBIK(X, =X ) k-1
, k%0 1
< e (”Do” T ABIR  32Y 1T (%54 | )

Da in R™ alle Normen dquivalent sind, folgt die behauptete Un-

gleichung.
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Hieraus folgt wie in § 31 sofort

SATZ 33.5: f erfille eine lokale Lipschitzbedingung. Ist das

Mehrschrittverfahren stabil und konsistent (von der Ordnung p),

so ist das Verfahren konvergent (von der Ordnung p).

Dafl Stabilitdt notwendig ist flir Konvergenz, folgt leicht aus

dem Verhalten der L&sungen von Differenzengleichungen:

SATZ 33.6: Ist ein Mehrschrittverfahren konvergent flir die AWA

y' =0, y(0) =0, so ist es stabil.
BEWEIS: Sei vy eine Wurzel von p der Vielfachheit r. Wir
geben Anfangswerte

§ r—1>\k

K = k h , k=0,...,m-1

Das Verfahren lautet

m .
vzg O ¥y = O k=0,1,... r Y =Y k=0,...,m-1 .

Nach Satz 33.1 ist
h , k=0,1,... .

Wir lassen nun h - 0 und Kk > « so streben, daB xk=hk=§ > 0.

Dann mufl wegen der vorausgesetzten Konvergenz Yy 0 streben.

Also folgt

r

_1 —
) Ax/h H

=

lim (
koo

Dies ist nur mdglich, wenn [Xx| £ 1 wund r=1 fir || = 1.
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§ 34 Konsistenz und Stabilitédt bei Mehrschrittverfahren

Vom vorhergehenden Paragraphen ist es klar, daB man nur mit sta-
bilen Verfahren arbeiten kann. Aus Effizienzgriinden mdchte man
Verfahren méglichst hoher Konsistenzordnung verwenden. Ungliick-
licherweise beschrdnkt die Forderung nach Stabilitdt die an und

flir sich m8gliche Konsistenzordnung.

SATZ 34.1: Ein Mehrschrittverfahren ist genau dann konsistent

flir alle vy € C2, wenn p(1l) =0, p'(1) - o(1l) = 0. Es ist genau

dann konsistent von der Ordnung p fir alle vy € Cp+1, wenn

bei A =1 eine Nullstelle der Ordnung p hat.

p+1

BEWEIS: Fir v € C ist
p
V(X)) = ¥(x)  + vy (x) + ...+ SR Py 4w emPt
(%, ) = v'(x.) + vhy"(x,) + + (vn)P~t (P)(x,) + &(nP)
Y X o) =Y Xy Yoxy e (p-1)1 ¥ k

Dies ergibt sich filir den lokalen Diskretisierungsfehler

m m
= 1
Tn(Fgam) =1 2 OV (Xpy ) - 2 BY R,
v=0 v=0
-1 p-1 (p) )
=5 Coy(xk) + Cly'(xk) + ... + h pr (xk) + &(h¥),
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m
C = > o ’
0 v=0 V
m m
C, = > va - > B ’
1 v=0 ¢ v=0 "V
m m
~ 1 P 1 p-1
C.=—=— > vifa > v g
p p! V=0 v (p-1)! V=0 v
Sei nun
m m
x(z) = @(e?) = % > ae’? - = Bvevz .
v=0 v=0

Die Potenzreihe um z = 0 fiir e ergibt fiir z - 0

x(z) = % 2: a, Ig iﬁ%l& - g: By, P (ﬁ?)u + &(zP)
v=0 n=0 : v=0 =0 :
= % Co + Cp + oun 2Pl + g(2P)
Nun gilt: ¢ hat p-fache Nullstelle bei X =1
& X - " - z =0
® Cp=Cp = ... =Cpy =0
o T (x, ) = O(hP) fir alle y e cP*l

249

Damit ist die zweite Aussage des Satzes bewiesen. Die erste folgt

dhnlich wegen Co = p(1), C, = p'(1l) - o(1) .
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Nach dem Satz stellt Konsistenz der Ordnung p p+l Bedingungen
an die 2m+l (nach Normierung etwa auf - 1) Koeffizienten
eines m-Schrittverfahrens. Man erwartet also, daB man die Konsi-
stenzordnung 2m erzielen kann. Dies ist auch der Fall, aber

leider nutzlos, wie man an dem folgenden Satz sieht.

SATZ 34.2: Ist ein m-Schrittverfahren stabil, so ist seine

Konsistenzordnung héchstens m+l1l flir m ungerade und m+2 fiir

m gerade.

BEWEIS: 2Zundchst einige Vorbemerkungen.

(i) Die gebrochene lineare Transformation w = %i% bildet den

Einheitskreis der z-Ebene auf die linke Halbebene der w-Ebene ab:

(NG r @
z 0] 1 i -1
[
w ( -1 o] i ®
_ 14w
Z = 1y

Denn linear gebrochene Abbildungen bilden Kreise auf Kreise ab.
Da ein Kreis durch 3 Punkte eindeutig bestimmt ist, geht der
Einheitskreis mit den Punkten 1, i, -1 1in die imagin&dre Achse
mit den Punkten O, 1, » {iber. Das Innere des Einheitskreises
muB dabei in die linke Halbebene {ibergehen, weil O 1in -1

iibergeht.

(ii) Die Koeffizienten eines reellen Polynoms, dessen Wurzeln

nur Realteile £ O haben, haben alle das gleiche Vorzeichen.




Teil 6 251

Denn ist r ein solches Polynom und sind xu die reellen und

X, ¥ iyv die konjugiert komplexen Wurzeln, so ist

2
v

r(z) =al (z-x,) T ((z-x,)% + v0)

u v

und die Behauptung folgt durch Ausmultiplizieren.

(1ii) Die Koeffizienten C2v in
z _ 2 4
1vz Co + CZZ + C4z + .
in -2

sind negativ flir v > 0 (siehe Henrici, S. 233).

Nun zum Bewelis des Satzes! Seien p, o die Polynome eines stabilen

konsistenten Verfahrens. Wir setzen

o = (33)" 0 (35) e = (35) " o(32)

Dann hat nach (i) und wegen der Stabilitdt r bei w = 0 eine
einfache Nullstelle und sonst nur Nullstellen mit negativem

Realteil. Nach (ii) ist r also von der Form
0 )

_ 2 m
r(w) = a;w + azw + ... + a.w

mit a, *# 0, und a hat das Vorzeichen von a 2=2,...,m .

1 L 1’
Sei nun weiter
1-w)\ ™ 1+ p(z)
f(w) = <—2—) w<m) , ol(z) = ooz o(z) .

Nach Satz 34.1 ist die Ordnung p der Nullstelle von f Dbeil

0 gleich der Konsistenzordnung des Verfahrens. Offenbar ist
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£w) = LWL s
in —
l-w
- p-1 -
= by + by + .+ bp—lw + ... s(w)

Da s elin Polynom vom Grade m ist, kann £ -nur dann eine

Nullstelle der Ordnung p bei 0 haben, wenn

bm+l =D = ... =Db =0

ist. Flir m+l > p-1 1ist diese Bedingung leer.

Wir berechnen nun die bv' Es ist nach (iii)

_ W r(w)
bO + blw + ... = ) TFw W
n =¥
-W
_ 2 4 _ m-1
= (CO+C2w +C4w +,.. )(al+a2w+...+am Y )

mit C2v <0

flir die geraden Potenzen ergibt

, Vv > 0. Ausmultiplikation und Koeffizientenvergleich

byv T Cooys1 * Cpapyg t -0+ Cy g '

wobel wir a, = 0 fir v > m gesetzt haben. Nun unterscheiden

wir zwei Falle

(a) m wungerade. Wir setzen 2v = m+l und bekommen

b =

1 Coam+2 2a + ... + C

m+131 .

Es ist a

|
o
Q

2 = 2y < 0, die a, haben alle das gleiche Vor-

zeichen, und a, + 0. Also folgt b ., + 0, d.h. es muf p-1 < m+l

oder p £ m+l sein.



(b)

Teil 6 253

m gerade. Wir setzen 2v = m+2 und bekommen

btz = Cofmes ¥ Copyg t Cydpg tooer T Cpiodg .

Wie oben folgt bm # 0, d.h. es muB p-1 < m+2 oder

P

+2

m+2 sein.

DEFINITION: Ein m-Schrittverfahren heiBft optimal, wenn seine

Konsistenzordnung m+l ist fiir m ungerade und m+2 fir m

gerade.

BEISPIELE:

1)

2)

Die Verfahren von Adams-Moulton und Milne - Simpson haben
die Konsistenzordnung m+l und sind daher fiir ungerades

m optimal.

Das Milne-Simpson-Verfahren fiir m=2, d.h.

= 1 .2
= h(2 £ 3

-2Vt + =V fk+2)

Yo ¥k k+2 k+2

ist identisch zu dem Verfahren filir m=3. Es hat also die
Konsistenzordnung 3+1 = 4 und ist daher optimal. Dagegen

hat die Mittelpunktsregel

Ypep Y = 20

nur die Konsistenzordnung 2 und ist also nicht optimal.
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§ 35 Extrapolationsverfahren

Wir wollen die dem Romberg-Verfahren zugrunde liegende Idee der
Extrapolation aﬁf die L&sung von Differentialgleichungen {iber-
tragen. Dazu schreiben wir fiir den an der Stelle X mit irgend-
einem Verfahren mit der Schrittweite h berechneten Ndherungs-

wert v(x,h). Gilt nun eine asymptotische Entwicklung der Form
(35.1) y(x,h) = y(x) + hPe (x) + ... + hle_(x) + S(nItL)

mit von h unabhidngigen Funktionen e so kann man dhnlich wie

/Q,’
beim Romberg-Verfahren vorgehen: Man wiederholt die Rechnung

mit kleinerer Schrittweite, etwa % , und hat dann
(35.2) y(x,2) = y(x) + 27PnPe (x) + ... + 27%% _(x) + G(hdtl) |
Nun wird der Term der Ordnung hP eliminiert:

2Py (x,2)-y(x,h) = (2P-1)y(x) + (5’1—1)hp+1ep(x) + o

———

+ (2p-q-l)hqeq(x)+d(hq+l) )

In

1
2P-1

vi(x,h) = == (2Py(x,3) - y(x,h))= y(x,5)+ (¥(x,5)-y(x,h))

2P-1

hat man also eine neue Formel mit der Ordnung p+1l, und flir diese

gilt
yl(x,h) = y(x) + hp+le;+l(x) + ...+ hqeé(x) + d(hq+l)

mit neuen, ebenfalls von h unabhdngigen Funktionen ei .
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Entsprechend konstruiert man Formeln y2,y3,... der Ordnungen

pt2, p+3 ,...

Eine andere Anwendung von (35.1) betrifft die Schidtzung des

Fehlers. Subtraktion von (35.1), (35.2) ergibt

v(x,h)-y(x,8) = vP(1-27P)e_(x) + o(nP*l),

also

v(x,5)-y(x) = 27PrPe_(x) + o(nP™)

== (v h)-y(x,53) + gmP) .
25 -1

Flir hinreichend kleine h 1ist also

vz, ) -v(x) ~ = (v(x,h)-v(x,2))
2 2P 1

Das Bestehen von (35.1) ist flir Einschrittverfahren unter allgemeinen

Voraussetzungen der Fall (siehe Bulirsch~Stoer II, 7.2.3), fir

Mehrschrittverfahren im allgemeinen aber nicht.

BEISPIEL: Die Mittelpunktsregel fiir die AWA y' = -y, v(0) =1
lautet
Yeez = ¥x 7 2h¥pyg po k=01

1-h  (=y(h) + O(h%)).

und wir nehmen die Startwerte Yo = 1, ¥y

Nach Satz 33.1 1ist

_ k
¥y = C1 A+ C

X
1 2 Ao

mit den Wurzeln
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>\=1+h2<1-7-h_-1>' >‘2=_1+h2<1+ ° )
2
1+h

1 ——
/1402
von p(A) = Az + 2hx -1 und mit Konstanten Cl’ C2 mit
C1 + C2 =1
clxl + C2A2 = 1-h

Sei nun x > 0 fest und hk = x. Dann ist

x/h x/h

v(x,h) = Cl(h)xl(h) + C2(h))\2(h) ,

wobeil wir jetzt die Abhidngigkeit von Ci’ A, von h explizit ge-

i
macht haben. Offenbar sind die Funktionen xi(h) um h=0 in

konvergente Potenzreihen nach h entwickelbar. Das gleiche

x/h

gilt dann auch fiir Ci(h)' Auch Al(h) 14Bt eine solche

Entwicklung zu, denn es ist fiir h - 0

x/h _ x _ X 2
Ln Al(h) =5 in Al(h) =4 4n (1+a1h + a2h + ... )
=% (b.h + h,h® + ) = x(b,+b,h + )
n 1 2 oo 1tb, . e .
Fir >\2(h)x/h kann dies aber wegen des Faktors (-l)X/h nicht
zutreffen: Der Ausdruck oszilliert fiir h - 0!

Die Herleitung eines Mehrschrittverfahrens mit (35.1) ist daher
keineswegs einfach. Das bekannteste Verfahren dieser Art stammt

von Gragg: Sei n gerade.

yl = Yo + h f(XO'YO) (Euler)



Teil 6 | 257

Vieyo Yy = 2h f(xk+1’yk+1)’ k=0,...,n-1 (Mittelpunktsregel)
y =31y +1y 41y (Glittung)
n- 4 ¥n+1 T2 ¥n TG Yng d .

Man kann dann zeigen: Filir hinreichend glattes y gilt

_ 2 4
Y, = y(xn) + el(xn)h + ez(xn)h + ...

mit von h, n unabhdngigen Funktionen e Dies fihrt natiirlich

.
zu (31.1), wobeli sogar nur gerade Potenzen von h auftreten.

Die praktische Anwendung des Gragg-Verfahrens kann im einfachsten
Fall etwa folgendermaBen geschehen: Man schreibt ein Unterpro-

gramm

Gragg (x,v,h,tol,f) ’

welches folgendes leistet: Man setzt der Reihe nach

’4’0.0
h

A IREEE

n =

h =

(11 2 N

und berechnet flir vy(x+h) mit dem Gragg-Verfahren N&dherungen

o

Tl(h), Tl( > ) s eee und zwar mit

T, (h)

Y, mit Schrittweite h ,
T2(h) = Y, mit Schrittweite h/2 usw.

Man erstellt etwa 4 - 6 Spalten des Romberg-Schemas und priift,
ob die Fehlerschdtzung in der rechten Spalte zuverldssig ist

und < tol ausfdllt. Ist dies der Fall, so wird x -» xth ,
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vy = y(x+h) gesetzt. h bekommt unter Umstadnden auch einen neuen
Wert: Missen viele Zeilen des Romberg-Schemas berechnet werden,
so wird h verkleinert. Tritt dagegen schon in den ersten Spalten

des Romberg-Schemas ein Fehler < tol auf, so wird h vergrdBert.
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§ 36 Systeme von Differentialgleichungen und Differential-

gleichungen héherer Ordnung

Wir betrachten nun die AWA filir Systeme von n Differential-

gleichungen 1. Ordnung

yi = (%, ¥, 00¥y) ' Y1(Xg) = Y19
Yy, = £,(X,¥9,-.0,¥p) ’ Yo (X5) = vy, ,
v, = £,(X,¥q,e000¥,) ’ Y, (Xg) = Y0
Fiihrt man die Vektoren
¥y £1(%,¥qeei¥y) Y10
v=[ - . Exy) = | . C v = -
¥n fn(x’yl""’yn) ¥no

ein, so kann man dafiir
y' = £(x,y) ’ v(xq5) = v, .

schreiben. Damit iibertragen sich alle Aussagen und Verfahren fiir
skalare Differentialgleichungen unmittelbar auf Systeme. Zum Bei-

spiel lautet die Lipschitzbedingung fiir Systeme
1£(x,¥) - £(x,y)I £ LIy - ¥l

mit einer Vektornorm | *lI. Das Euler-Verfahren lautet
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Y1 = Vi + hf(xk,yk) , k=20,1,... ,

wobeil jetzt Yy eine Ndherung flir den Vektor y(xk) = (yl(xk),...,

T
yn(xk)) bedeutet.

Die AWA filir Differentialgleichungen n-ter Ordnung lautet

-1
v = £(X,7,¥" ...,y BT ,
y(l)(xo) = yél) , i=o0,1,...,n-1 .
Setzt man
_ —_ i} — (n_l)
Yl—y rY2‘Y!°"Iyn—'y ’

so entsteht ein AWA filir ein System 1. Ordnung:

— _ (0)
Yi - YZ ’ Yl ( XO ) - YO ’
= = t
Yé - Y3 ’ Y2 (XO) - YO ’
= - (n-2)
ylzl-l - Yn ’ yn-l(XO) - YO 4
= - (n-1)
Yﬂ = f(x,yl,y2,...,yn) , yn(xo) = ¥ ]

Entsprechend kann man Systeme h&herer Ordnung auf Systeme
1. Ordnung =zuriickfiihren, indem man die Ableitungen als neue
Unbekannte einfiihrt. Als Beispiel betrachten wir folgendes
"Restringierte 3-Kodrper-Problem" (siehe etwa Siegel, Vor-
lesungen iliber Himmelsmechanik, S. 105, Springer 1956),

welches die Bewegung eines Satelliten im Schwerefeld von



Teil 6 261

von Erde und Mond in einer gemeinsamen Ebene beschreibt. Rechnet

man im Schwerpunktsystem von Erde und Mond, so hat man folgende

Konstellation:
Korper Masse Koordination
Mond (M) u (L -uw, O)
Erde (E) 1 -wu (- v, 0)
Satellit (8S) 0 (x(t),y(t))
Hier ist pu (0 < uw < 1) die relative Mondmasse 1 = 1/82.45.

Die Bewegung erfolgt in der x-y-Ebene, t ist die Zeit:

AY

$ <

o

7 X

7;\_“1

X,y erfiillen folgendes System 2. Ordnung:
X = 2y + x + Fx(x,y)

-2Xx +y + Fy(x,y)

L
Il

1 - u +
((x+n) 2+y?) /2

F(x,Y)
((X+u.-l)2+yz)l/2

Dazu kommen noch Anfangswerte fir x,X,vy,yY . Setzen wir
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so bekommt man das System 1. Ordnung
Y = Y3
Yy = ¥y
Yy = 2y, t ¥yt F(y,Y,)
Y4 = _2Y3+Y2 + FY(eryz)

y1(0) = x(0), v,(0) = y(0), y;(0) = x(0), y,(0) = y(0)

262
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§ 37 Randwertprobleme gewShnlicher Differentialgleichungen

Bisher haben wir die Eindeutigkeit der LOsung des Systems
y' = f(x,y) dadurch erzwungen, daB wir y(xo) vorgeschrieben
haben. Allgemeiner kann man Nebenbedingungen an verschiedenen

Punkten stellen, etwa in der Form

A
»
A
o

y' = f(x,vy) , a
(37.1)

g(y(a),y(b)) =0

Man spricht dann von einer Randwertaufgabe.

Ein besonders einfacher Fall ist die lineare Randwertaufgabe

2. Ordnung

f(x) , a

A
»

A
o

y" + p(x)y' + a(x)
(37.2)

1l
™

y(a) = o , v(b)

welche man natiirlich in (37.1) iliberfiihren kann.

Eine einfache und effiziente Methode zur L&sung von (37.2) ist
das Differenzen-Verfahren. Sei X; = a + hi, h = (b-a)/n ,

i=0,...,n . In jedem Punkt X; ersetzen wir die Ableitungen

durch geeignete Differenzenquotienten. Flir y € C4 gilt

V(X: , 4)-2y(xX:)+y(x; _.)
Y"(Xi) = i+l h2 1 i-1 + o,(hZ) )

Y(Xi+1) - Y(xi_l)

y'(x;) + g(n?) :

2h
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vgl. § 27. Es ist daher naheliegend, N&dherungen ¥y fir y(xi)

als Losung des Systems
Yi4172Y31Y5 9 Yit17Yi-1

2 + p(x;) — 5  t q(Xi)yi = f(xi), i=1,...,n-1,

(37.3)

zu berechnen. Dies ist ein lineares System mit Tridiagonalmatrix.

SATZ 37.1: (37.2) sei eindeutig l1l6sbar. Dann gibt es Konstanten

hO' C > 0, so daB flir h < hO auch (37.3) eindeutig l6sbar ist,
4

und es gilt flir vy e C

n

Max |v(x;) - v;| < Ch?
. i i
i=0
BEWEIS: Sei
Ly = y" + p(x)y' + 4a(x)y,
Vi, 1~2Y;1Y; Yii 1~Y;
+1 -1 i+l Yi-1 .
Lhyi S h2 1 -3 + p(xi) ———§E—i—— +q(xi)yi , i=1,...,n-1 .

Dann ist fir 1y € C4 der "lokale Diskretisierungsfehler"

Ly(x;) - Ly(x;) = Ty (x;) = d(b?) :
Wegen Ly = f folgt
Lhy(xi) = f(xi) + Th(xi) '

und das Verfahren lautet
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L = f(xi)

nYi

Durch Subtraktion findet man fiir die Fehler di = y(xi) - Yy

L,d. = Th(xi)

h-i , i=1,...,n-1

Mit den Vektoren und Matrizen

d; Ty, (%1) a; by
c a b2
dh— . ,Th= . ’ Ah= . . .'b
: n-2
dn—l Th(xn—l) °n-1 %n-1
a, = -5 +a(x,), b, =%+ , C o= - e
i h2 i i h2 2h i h2 2h

schreibt sich dies

h ~h h *
Ist Ah invertierbar, so folgt
1a < 1asty gy
h '« = h o) h'w

Kann man also fiir h < ho mit geeigneten hO >0

1

(37.4) HAﬂ < ¢ (unabhidngig von h)

.

zeigen, so folgt
Id Il S CIT, I = &(h?)
h e < h'o

und der Satz ist bewiesen. (37.4) ist die Stabilitdtsbedingung.
Sie ist nicht leicht zu beweisen. Wir verweisen dazu auf die

Literatur, insbesondere auf Stetter.
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Allgemeiner kann man nichtlineare Randwertaufgaben

y"' = f(x,v,¥") , as<sx=b
(37.5)

y(a) = a , y(b) = B

betrachten. Zur LOsung kann man ebenso vorgehen wie bei der
linearen Aufgabe (37.2) und erhdlt dann anstelle des linearen
Gleichungssystems (37.3) ein nichtlineares Gleichungssystem,

das man etwa mit Hilfe des Newton-Verfahrens (vgl. § 15) 1lOsen

kann. Eine Alternative ist das '"SchieBverfahren": Man 18st
die AWA
y"' = f(x,y,¥") ,
y(a) = a , y'(a) = s
und versucht s so zu bestimmen, daB v(b) = B. Bezeichnet man

die L&sung der AWA mit v(x,s), so 16st man also die nicht-
lineare Gleichung vy(b,s) = B. Dazu kann man irgend eine der
Methoden aus Teil III verwenden. Die Berechnung von vy(b,s)

erfolgt dabei durch irgend ein Verfahren zur Losung der AWA.

BEISPIEL: y" = % y2 , yv(0) =4, vy(1) = 1. Wir schreiben die

AWA mit den Anfangswerten v(0) = 4, v'(0) = s als System

1. Ordnung und 1dsen dieses fiir verschiedene s mit Hilfe des
Gragg'schen Verfahrens, wie es in der IMSL - Routine DREBS
implementiert ist. Die s-Werte werden nach dem Prinzip der

Intervallhalbierung (vgl. § 13) gewdhlt:
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s y(1l,s)
-5 12.057576
-10 - 2.400837
- 7.5 2.223303
- 8.725 - 0.477253
- 7.80625 1.452413
- 7.959375 1.092695
- 8.0359375 0.918937
- 7.99765625 1.005317
Im Rahmen einer 3-stelligen Rechnung findet man also s = -8.00;

die dazugehdérige LOsung y(x,s) ist eine Ndherung flir die ge-
suchte L&sung der Randwertaufgabe. Man findet librigens noch eine

weitere L6sung mit s ~ =-35.8.

Es ist vielleicht interessant, diese bequeme L&sung von (37.5)

mit der analytischen Methode zu vergleichen. Fiir die einfache

Gleichung y" = f(y) findet man der Reihe nach formal
y'y" = y'f(y) ’
1442 o dgy F(y) = £(z) dz
2 dx dx ’ ’
%Y'Z = Fly) +c ’
y' = + V2F(y)+c ,
dy = dax ,
+ J2F(y)+c ‘
yv(x)
S ——dz - X - a .

a /2F(z)+c
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Diese Gleichung muf man nach vy(x) aufldsen und dann ¢ soO
bestimmen, daB y(b) = 8 wird. Man sieht, daB sogar in diesem
einfachen Fall die analytische L&sung viel komplizierter ist

als das direkte numerische Verfahren.
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NUMERIK PARTIELLER DIFFERENTTIALGLEICHUNGEN

§ 38 Anfangswertaufgaben partieller Differentialgleichungen

Treten in einer Differentialgleichung Ableitungen nach mehr als
einer Variablen auf, so spricht man von partieller Differential-
gleichung. Bei den Anfangswertaufgaben spielt eine dieser Vari-

ablen die Rolle der Zeit. Wie bezeichnen sie daher mit t
Wir betrachten die partielle Differentialgleichung
u, = Au in [a,b] x [0,x)

flir die vektorwertige Funktion u = (ul,...,u )T, u., = ui(x,t).

A 1ist der Differentialausdruck r-ter Ordnung

r P
Au = S A (X) — u
p=0 P axP

der Ordnung r mit (m,m)-Matrizen Ag(x). Zur eindeutigen Fest-

legung von u gehbért noch eine Anfangsbedingung

o
1N
»

A
o

u(x,0) = uo(x) ,

und unter Umstdnden, in Abhangigkeit von A, Randbedingungen am

Rande von [a,b], also Bedingungen fiir die Funktion

v
(@]

u(a,t) , u(b,t) , t

Dies ist die Anfangswertaufgabe (AWA) oder auch Anfangsrandwert-

aufgabe.
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BEISPIELE: 1) U, = u,

Die Gleichung verlangt, daB u entlang der Geraden t+ x = C

konstant ist. Also ist
u(x,t) = u(x+t,0) = uo(x+t)

die Ldsung der AWA.

I

2) u,_, = Du ’ 0

¢ <X X =2 1. Dies ist die Warmeleitungs- oder

Diffusionsgleichung. Sie beschreibt die Temperatur u(x,t)
eines Stabes der Lidnge 1 an der Stelle x zur Zeit t; uo(x)
ist demgemdB die Temperatur zur Zeit 0. Als Randbedingungen

kommen z.B. in Frage

u(o,t), u(l,t) =0 (Enden gekiihlt)

uX(O,t), ux(l,t)= 0 (Enden warmeisoliert) .

Die exakte Lésung flir die ersten Randbedingungen ist

© 2,2,2
A -
u(x,t) = = u, sin(21xX) e e # D ’
2=1
A 1
u = 2 S u,(x) sin fux dx ,
L 0 0
vgl., § 23.
2 . . . .
3) Uy = CTU oy O £ x £ 1. Dies ist die Wellengleichung.

Sie beschreibt die Auslenkung u(x,t) =zur Zeit t an der
Stelle x einer schwingenden Saite der Ldnge 1. Zur eindeutigen
Festlegung von u braucht man demgemdB die Auslenkung zur

Zeit 0 sowie die Geschwindigkeit zur Zeit 0, also

<@
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ul(x,0) = uy(x) u, (x,0) = u,y(x)
Als Randbedingung tritt etwa auf
u(o0,t) = u(l,t) =0 (Enden fest eingespannt)

Die exakte LOsung unter diesen Randbedingungen ist

[os]

A A
u(x,t) = = (uOQ cos(camt) + ug sin(cfmt)) sin Lmx ,

=0
A 1
u, = 2 J'uo(x) sin(2mx)dx ,

0

A _ 2 1 R
U = o _6'ul(x) sin(fmx)dx , 2 >0

Man kann dieses Problem in unser Schema einordnen, wenn man

Vi T Uy s Vy = U setzt. Man erhdlt dann das System
\£ 0 1 \£l \£1 uo(x)
= , (x,0) =
2
Vo c 0 v, Vo ul(x)
t X

4) Allgemeiner betrachten wir das hyperbolische System 1. Ordnung

mit einer konstanten (m,m)-Matrix A, welche m verschieden reelle

cea, A hat. Dann ist A = Y 1Jy mit

Eigenwerte X m

1I
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0

J = . , Y = . ’ yi(A - AiI)

Mit v = Yu entsteht

Dies ist ein zerfallendes System von m Differentialgleichungen

2 9 _
€ Vi T M Ve TO

Entlang der Geraden X Ait + C ist £ konstant, denn es ist

d _ 3 El i}
I vi(x,t) = = vi(x,t) + A, P vi(x,t) =0

1

Die L&sung der Anfangswertaufgabe ist nun wie in Beispiel 1 mog-
lich: Flir jeden Punkt (xo,to) der x-t-Ebene bestimmt man die

Gerade Xx = Aito + C, welche durch diesen Punkt geht (es ist die-

jenige mit X, xito + C) und sucht deren Schnittpunkt mit £t = 0

(dies ist in x = C = Xg - Aito). Dann- ist
vi(xo,to) = vi(x0 - xito,O)

und dies ist aus der Anfangsbedingung bekannt.

t
)
(xo,to)
xo—klto xo—xzto xo—xzto X
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Die Geraden x = xit + ¢ nennt man Charakteristiken. Man sieht,

das u(xo,to) nur von den Anfangswerten uo(x0 - xito), i=1,..

abhdngt. Man nennt daher das Intervall [Min(x0 - Aito),

Max (xO ~ xito)] das Abhdngigkeitsgebiet von (xo,to).

: 0 1
Im Beispiel haben wir A = -( 2 ) und damit Ao, =t ocC.
c 0 !
Die Charakteristiken sind also Geraden mit der Steigung + % .

Das Abhangigkeitsgebiet von (xo,to) ist [xo - cty,x, + ct
Eine Storung, die zur Zeit 0 bei Xq ist, hat also zur Zeit
tO = (xl-xo)/c den Punkt X erreicht. ¢ hat also die Be-

deutung einer Ausbreitungsgeschwindigkeit.

0l

.,m
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§ 39 Einfachste Differenzenverfahren

Wir beginnen mit der AWA fiir die Warmeleitungsgleichung.

t
A
=0 ut = uxX u=0
>
u = u, X
0 1
Wir fihren ein Gitter
t, =t , £=0,1,... ,x =kh, k=0,...,n , h = %

ein und suchen fiir u(xk,tg) eine N&dherung Up o+ welche die
r

der Differentialgleichung analoge Differenzengleichung

1 - 1 -
at Uk, 41 T Yg,p) T 2 (Uppg g 72U o U g o)
k=1,...,n-1 , L =0,1,...

erfiillt. Dazu kommen noch die Anfangs- und Randbedingungen

Upg = uo(xk) ’ k=20,...,n

u = u =0 , L 1,2,... .

02 n{

Die Differenzengleichungen kdnnen nach Up 941 aufgeldst werden.
14

Mit A = At/h%® gilt

= A(u + u ) + (1 - 2X)u

Uk, 241 k+1, 8 k-1,2 k,8
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Sind also die Werte fiir die Zeit tl bekannt, so kann man sie

fiir die Zeit t£+1 berechnen. Fiir tO sind sie durch die An-

fangsbedingungen gegeben. Die Rechenvorschrift kann durch

folgenden Differenzenstern beschrieben werden:

2+1 0 0 neu zu berechnen
2 . . . . schon berechnet
A 1-2x A
k-1 k k+1

0 ’ sonst .

Dies entspricht einem Stab, der zur Zeit 0 in [x erhitzt

K ¥g+1
und sonst liberall kalt ist. Die Rechnung muB also die zeitliche

Entwicklung eines solchen "hot spot" zeigen.

_ 1 -1
(a) A=% 0 dbe wy ey T (g, FUge1,)
L3 1 1 3 3 3 3 1 1
8 8 8 8 8 8 8 8

_ i1 1 1 1 1
L= 2 i 1 2 2 71 1

_ i 1 1 1
=1 2 3 3 3
L =0 1 1

K K+1



Teil 7 276

(b) A=1 , dhe ou oy = U1, ¥ Uk-1,0 T Y%,
2 =3 1 -2 3 -1 -1 3 -2 1
g = 2 1 -1 1 1 -1 1
g =1 1 0 0 1
g =0 1 1

K K+1

Wdhrend (a) plausibel erscheint, ist (b) offenbar Unsinn. Wir
sehen, daB der Erfolg der Rechnung ganz entscheidend von X

abhédngt.

Als weiteres Beispiel betrachten wir

t
N
u=0 Uiy = Upy u=0
u = u, T x
u, = u
0 t 1 1 .

Die Differentialgleichung wird im Punkt (xk,tz) durch die

Differenzengleichung

1
(at)?

1

(u -2u
(Ax)z k+1,2

(Up ge172U ptuyp o q) = k, 2 k-1,

ersetzt. Der Fehler dieser Diskretisierung ist o‘((At)2 + (Ax)z).

Um diese Fehlerordnung auch bei der Diskretisierung von U =y

zu haben, fithrt man ein Zeitniveau t 4 ein und kann dann
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i(u -u ) = u,(x,)
At ‘Yk,1 k,-1 1Y%k ’
Ug o = UYplxy)

setzen. Die Differenzengleichung wird dann fir & = 0,1,...

benutzt. Man kann sie nach Uy 041 auflésen und erhdlt
14

) + 2(1 - A)u

Up,o+1 = (Ugar, g * Uko1, g k,t = Y%,2-1 -

Dies entspricht dem Differenzenstern

Das Zeitniveau -1 wird in der Gleichung flir £ = 0 durch die
Anfangsbedingung eliminiert, die entstehende Gleichung kann nach

u aufgeldst werden.
k,1

SchliefSlich betrachten wir noch

Es sind hier drei Differenzenverfahren gleichermafen natiirlich:
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1 _1 _
(@) 7% (U, 41 ~ Ug,0) T 1 (U g = Ugoq, )
(b) -+ (u ~u, L) =% (u - u, )
at 'Yk, g+1 K, 2 h Yk+1, K, 2

L L

() 7% (U, g41 ~ Uk,0) = 28 (Ug41,0 = Yk-1,¢)

Auflésen nach u ergibt mit A = At/Ax

k,e+1
(a) Ug,ger = FAuy oo =duy 4
(b) Up gep = (37Mug o+ aup,,
(c) u = u + A (u - u )
k, 2+1 k,2 T 2 Yk, k-1,8’

Wir werden sehen, daB sich diese Verfahren vollkommen unter-

schiedlich verhalten.
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§ 40 Stabilitat

Wir gehen aus von der AWA (vgl. § 38)

A
»
A
o

u, = Au , u(x,0) = uo(x) , a

A sel ein Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten,
d.h. Ap hdngt nicht von x ab. Dazu kommen noch, wie in

§ 38 besprochen, Randbedingungen bei x = a,b.

Auf dem Gitter (tl’xk) betrachten wir das Differenzenver-

fahren

1

at (Ug,g+1 T Yk, 0) T % By (M) Uiy, ¢
Wir fliilhren die Vektoren und Matrizen
uO,l Bo B1 .
. B, By By «--
Uz = . , C(Aat) = I + At (h), h=g(aAt)
un,l . B_1 Bo

ein. Es entsteht

U = C(At)Ul .

L+1

DEFINITION 40.1: Das Verfahren heifit stabil, wenn es fiir alle

T > 0 eine Konstante M(T) gibt, so daB flir 2At £ T

ncat)) b, s m(T) .
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BEISPIELE:

1) Fir das einfachste Differenzenverfahren bei der Widrmeleitungs-

gleichung ist

c(at) = . , Ic(at) il =|1-2x|+2x £ 1e AS1/2.

A 1-2x

Das Verfahren ist also fir X £ 1/2 stabil.

2) Flir die Verfahren (a), (b), (c) fiir U, = u, gilt der Reihe

nach

lc(ate)i, =1 + 2x |1 = x| + X, 1+ [A]

Es ist also (b) stabil fiir X

IA

1.

Setzen wir fiir ganzes m

Wy = eihkm e, )
so wird
uk,2+l = uk,l + At %:Bv(h)uk+v’2
= oihkm ( I +At = Bv(h)eih\’m>c2
v
= eihkm Cot1 7 Cot1 = G(At,m) cy .
Die Matrix
ihvm

G(At,m) = I + At = Bv(h)e
Vv



Teil 7 281

heiBt Amplifikationsmatrix des Verfahrens.

BEISPIELE:

1)

Wir bestimmen die Amplifikationsmatrix (in diesem Fall besser
Amplifikationsfaktor) des einfachsten Differenzenverfahrens

flir die Wdrmeleitungsgleichung:

_ i(k+1)hm -i(k+1)hm _ ikhm
uk’£+1 = (A(e + e ) + (1-2A)e )cg
ihm -ihm ikhm z
= (A(e + e ) + 1 - 2)\)e cz
~— W@ Wy \N\)\fbwg
c2+1 = (2A(cos hm-1) + 1)c£ .

Also ist G(At,m) = 2X(cos hm-1) + 1.

2)

In Beispiel 3) aus § 38 hatten wir die Wellengleichung in das

System (c = 1)

o
=

v, = v ’ v(ix,0) = vo(x)

=
o

umgeschrieben. Flir dieses wdhlen wir die Diskretisierung

o
=

1 - 1 -
(40.1) 7% (Vg 9417V, 3) 6 of b (Ver1,07Vk, o) *
o O
L (v -V )
1 o h k,1+1 k-1,2+1" °
Sei uk 3 nach dem einfachsten Differenzenverfahren aus § 39
r

berechnet, und sei

1 1 2

= L - =1 -
Vi, = 3t Uk, %, -1 Vk,e TR (9, TU%-1,0) -
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1

1 1, )
ac (Vk,2-17Vk,e) T (2t)2 (Up g1 = 2Ug o+ U g q)
_ 1 _
=2 (Upyq,0 ~ 2U o U g o)
_1 .2 2
= h Vke1,0 T Vi, o) v
1.2 2 - 1 _ -
at Vi, 2417V, o) T mat Yk, 041 T Yk-1,041 T Yk,2 T Yk-1,)

1,1 1
h (Vk, 241 T Vk-1,2+41)

. _ 1 2 T .
Dies bedeutet, daB Vk,l = (Vk,Z'Vk,l) gerade (40.1) lost.

Mit A = At/AxX schreibt sich (40.1)

o 1 O O
k041 7Vk, et | Vi1, 07V, ) A Lo (Vi g417Vk-1, 0410
Zur Berechnung der Amplifikationsmatrix setzen wir Vi 4= elhmkcl.
4
Es folgt
ihkm ihkm O 1\ imm ihkm
e c = e c, + A (e - 1)e c
2+1 2 2
O O
O O . R
+ A (1 - e_lhm)elhkmc£+1 .
1 O
Aufldsen nach Cot+1 ergibt mit a = A(elhm - 1)
1 o\t /1 a 1 a
c = = c
2+1 _ _ 5 %
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Damit haben wir die Amplifikationsmatrix gefunden:

1 a
G(At,m) =

-2 1-]a)?

SATZ 40.1 (v. Neumann-Bedingung):

Fiir die Eigenwerte ui(At,m)
der Amplifikationsmatrix eines stabilen Differenzenverfahrens
gilt

lui(At,m)] £ 1 + KAt

mit einer von At,m unabhdngigen Konstanten K.

BEWEIS: Sei das Verfahren stabil, d.h.

ic* (at)ul_ s M(T) IUn , ML ST

Setzen wir nun

1
U = . , u, = o1hmk ,
u
n
so wird
G'Q(At,m)u1
ct(at)u = . )
2
G”(at,m)u

Also mufB fiir alle m

1% (at,m)1_ £ M(T)
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sein. Seli p(At,m) = Max |ui(At,m)| der Spektralradius von

G(At,m). Nach Satz 16.1 ist

o¥(at,m) < ne*(at,m)i, < M(T) , Ateg

1A
H

Es folgt

o(at,m) < M(T)L/* < m(m)2/T < 1 + rat

BEISPIELE:

284

1) Flir das einfachste Differenzenverfahren der Warmeleitungs-

gleichung haben wir gefunden
G(At,m) = 2 (cos. hm-1) +1 .

Fiir den einzigen Eigenwert u, = G(At,m) ist daher
1

1-2) = Mq £ 1, und dieses Intervall wird bei beliebigen h,m

ganz ausgeschopft. Flir X > % ist daher die v. Neumann - Be-

dingung nicht erfiillt und das Verfahren also instabil. Fiir
A £ % ist die v. Neumann - Bedingung erfiillt. Das sagt aber
zundchst nichts, weil die v. Neumann - Bedingung ja nur not-

wendig ist.

2) Flir das der Wellengleichung dquivalente System haben wir

1 a .
G(At,m) = ’ a = A(e

_ - 1)
-a 1—|a|2

erhalten. Die Eigenwerte p von G(At,m) sind L&sungen von
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uz + (o0 - 2)u+1 = 0

a = |al2 = 2% ((cos mm-1)% + (sin hm)2)
_ 2
= 2X\° (1 - cos hm) .

Also ist 0 < a £ 412

, und flir beliebige h, m wird jeder Punkt

dieses Intervalls erreicht. Die L&sungen My o5 der quadratischen
14

Gleichung sind

« /0@ - 1)

=1-3 (7 - 1)

Fir o > 4 ist mny, <1 -3, und |u,| S 1+ KAt ist nicht
mdglich. Die v. Neumann'sche Stabilitdtsbedingung ist also filir

A > 1 nicht erfiillt, das Verfahren also instabil. Fir a £ 4
sind My, My konjugiert komplex, und wegen MiH, = 1 muB

|ul| = ]u2| = 1 sein. Also ist fiir A £ 1 die v. Neumann - Be-

dingung erfiillt. Daraus folgt natiirlich nichts, weil die

v. Neumann - Bedingung ja nur notwendig ist.

3) Fir die Differenzenverfahren (a), (b) zu U = U, ist

G(At,m) = 1 + Aelhm  bzw. (1L - ) + Aelhm ,

also

(1+ (1 -cos hm)2 + A%(sin hm)®  bzw.

2
|u1|

(1+A(cos hm-1))2 + A%(sin hm)? i

2
|u1|

Im ersten Fall sieht man sofort, daB die v. Neumann - Bedingung

fiir kein X > 0 erfiillt ist. Verfahren (a) ist also instabil.
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Flir verfahren (b) ist
|u1|2 = 1 + 2A(A-1)(1 - cos hm) s 1

fir X £ 1. Also ist die v. Neumann - Bedingung erfiillt.

Wir benutzen das letzte Beispiel, um (heuristisch) eine neue
notwendige Stabilitdtsbedingung herzuleiten. Wir betrachten

dazu die Abhdngigkeitsgebiete fiir U, = u, Verfahren (a), (b):

v a e
L PN -
At Al . . . e
AX‘ ) Q 5% AX Q
(a) 2x=1 () A <1 (b) x>1

Der Wert von u in P hdngt nur von Q ab. Beim Verfahren (a)
hingt aber der Wert in P von dem in @ {iberhaupt nicht'abffffr;

Andert man den Anfangswert in Q@ , so liefert (a) bei P immer ;7'
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den gleichen Wert. (a) kann also nicht sinnvoll sein. Das gleiche
gilt fiir (b) im Falle A > 1. Im Falle X < 1 gehbSrt aber ¢Q

zum Abhdngigkeitsbereich von (b).

Wir kommen so zu einer weiteren notwendigen Bedingung, der Courant -

Friedrichs - Lewy - Bedingung:

Das Abhdngigkeitsgebiet flir die Differential-
gleichung muB im Abhdngigkeitsgebiet des

Differenzenverfahrens enthalten sein.
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§ 41 Konsistenz und Konvergenz bei AWAen

Wie bei gewohnlichen Differentialgleichungen wird der lokale Dis-
kretisierungsfehler durch Einsetzen der exakten L&sung in das Ver-~
fahren berechnet. In den Bezeichnungen von § 40 wird
- 1 - -
Tae(Fprtoi1) = 3¢ (u(Fpetyg)-ulxg, ) % B,(h)ulxy,t )
der lokale Diskretisierungsfehler. Wie immer unterstellen wir
h = g(At). Konsistenz (-ordnung) und Konvergenz (-ordnung) wird

nun genau wie bei gewdhnlichen Differentialgleichungen erklart.

BEISPIELE:
1) Einfachstes Differenzenverfahren fiir Uy = Uy Mit A = At/h2
wird

T (x.,t,) = 8(At + h%) = O(At) ue c?

At Tk TR !

Also ist das Verfahren konsistent von der Ordnung 1.

2) Einfachstes Differenzenverfahren fiir Uy = Ugoo Mit A = At/AX

wird

2y = d((at)%) , wuec .

_ 2
TAt(Xk’tl) = 0d((At)” + h

Also ist das Verfahren konsistent von der Ordnung 2.

SATZ 41.1: Das Verfahren sei stabil und konsistent (von der

Ordnung p). Dann gibt es flir T > 0 eine Konstante M(T), so daB

flir Atf% £ T die Abschdtzung
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Maxllu(x, ,t,)-u - M(T){ Maxlu(x, ,0)-u i+ T Max IIT _(x ,t.)H}
X k’™2 k, 2 K k k,O0 K, 358 t k]

gilt (-0 = d-lU_).

BEWEIS: Wir setzen

Uiy u(xy,ty) Tre(Xprty)

U,Q, = . ’ U(tl) . ’ TAt(t,Q,) = .

Ung u(x,,tg) Tpe(Xprty)

Dann lautet das Verfahren

U = C(At)U2

2+1

mit der Matrix C(At) aus § 40. Weiter gilt

U(t = C(At)U(tR) + At T

g+1) atlterr)

Subtraktion ergibt flir D, = U(tk) - U

L L

D = C(At)DR + At T

o+1 attee1) .

Ahnlich wie in Lemma 31.1 erhalten wir

2 -1
D, = Cc(At)"D, + At = (C(At)

2=-j-1
Taeltye1) -

Nun benutzen wir die Stabilitdt: Fir 2At £ T 1ist mit der «-Norm

-1
HDRH =< M(T)HDOH + At M(T) ji% "TAt(tj+1)"
S M(T) {MDOM + T Max ”TAt(tj)"} .

Y

Dies ist die Behauptung =,
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Wie bei gewdhnlichen Differentialgleichungen kénnten wir jetzt
einen Konvergenzsatz formulieren. Wie er lautet ist jetzt wohl

klar.

290

= (D
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§ 42 Randwertaufgaben partieller Differentialgleichungen

Als Prototyp behandeln wir die Poisson'sche Differentialgleichung

- Au = f in Qg]Rz ,
_ 32 92
A= 2 4 2o )
ax2  ax2
1 2

Dazu kdnnen noch Randbedingungen, z.B.

u = g auf 23Q (Dirichlet)

oder — g auf 9@ (Neumann, v duBere Normale) .

Das Dirichlet-Problem ist immer lésbar. Z.B. ist fiir Q = (0,1)2,

g=20

u(xl,xz) =
4 1 1
Ckz i e _{)‘ {f(xl'xz)Slnkxl 51n£x2 dxldxz.
Das Neumann - Problem ist nur unter der Vertradglichkeitsbedingung

SJfdx + S gds =0
9] af

l6sbar. Ist ndmlich u eilne Ldsung, so gilt nach dem GauB'schen

Integralsatz

ERY

Sfdx = - SAu-ldx = - &y M 3gs=-, gds .
Q Q o0 9§l
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BEISPIELE:

1) Wirbelfreie Strdmung.

v(x,t) Geschwindigkeit, p(x,t) Dichte.
Kontinuitdtsgleichung:

o + div(pv) = 0

Falls Strémung inkompressibel (p unabhdngig von x), wirbelfrei

(v = Vu), stationdr (p = o, v = 0):
div Vu = Au = 0 .

Strémung durch ein sich verjilingendes Rohr:

v. =0
Eingangsquerschnitt

= 2 x Ausgangsquerschnitt

In u = Vv ausgedriickt erhdlt man das Neumann-Problem mit er-

fliillter Vertrdglichkeitsbedingung.

2) Potential u des elektrischen Feldes E = -Vu einer Ladungs-
verteilung p:

-Au = 4mp

Exakte Losung im freien Raum:
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Falls p in einem Gebiet § 1liegt, das von einem Leiter 3@

geben ist: u =0 auf 93Q. LOsung des Dirichtlet-Problems:

u(x) = 41 S G(X,Y)p(y)dy , G Green'sche Funktion .
Y]

3) Stationdre Warmeleitung:

0 = u, = DAu in Q x [0,=]

Rand gekithlt: Dirichlet Rand isoliert: Neumann

293

um-

4) Brown'sche Bewegung. Ein Teilchen starte bei x und fiihre eine

Irrfahrt durch. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit w(x}, daB

das Teilchen auf dem Randstiick T < 30 landet?

i, x €T
-Aw(x) = 0 , w(x) = {
0 sonst .




Teil 7 294

§ 43 Das einfachste Differenzenverfahren fiir Randwertaufgaben

Wir betrachten das Dirichlet - Problem
- Au=f in @ , u=g auf an

mit einer kompakten Menge Q g_]Rz. Wir Uberdecken Q@ mit einem

quadratischen Gitter der Schrittweite h. Ein Gitterpunkt P heif3t
innerer Gitterpunkt, wenn er samt seiner Nachbarn W, N, 0, § 1in Q
liegt. Ein Gitterpunkt Q heiBt randnah, wenn @ in Q, aber
einer seiner Nachbarn nicht in & liegt. Wir wollen annehmen,

2 und das Gitter seien so beschaffen, daB es zu jedem randnahen
Gitterpunkt Q einen Randpunkt R gibt mit Abstand d = h von Q,

so daB der R gegeniiberliegende Punkt (von @ ausgesehen, in

Abbildung N ) innere Gitterpunkt ist.

Fiir jeden inneren Gitterpunkt P schreiben wir nun als diskretes

Analogon fiir die Differentialgleichung
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_ _ _ _ _ .2
4 u u u Uq Uy, = h“f(P)

hin. Treten dabei Gitterpunkte auf, die auf dem Rand von @ liegen,
so wird der entsprechende Wert von g eingesetzt. In jedem rand-
nahen Punkt Q approximieren wir u(Q) durch lineare Interpola-

tion zwischen N, R, also
w(Q) ~ === (hu(R) + du(N))
h+d *

Dies fiihrt zu

d _ h
T e T AR .

BEISPIEL: Q = [0,4] x [0,5], h =1, zeilenweise Numerierung der
Gitterpunkte, Randwerte g = O. Wir bekommen ein System Au = £

mit folgender Matrix A :

1 2 3 4|5 6 7 8]9 10 11 12
1]4 -1 -1
2 l-1 4 -1 -1
3 14 -1 -1
12z 3 4 4 -1 4 -1
5 6 7 8 5 |-1 4 -1 -1
6 -1 -1 4 -1 -1
9o 10 11 12 ; 9 44 - )
8 -1 -1 4 -1
9 -1 4 -1
10 -1 14 -1
11 -1 14 -1
12 -1 -1 4

Zur L8sung des linearen Gleichungssystems kommen neben den direkten

Verfahren (Elimination unter Ausnutzung der Bandstruktur) vor allem
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iterative Verfahren in Frage, z.B. SOR (vgl. § 16). Dieses lautet

fiir das System Ax =b, A =D+ L + R,

px*T1 = w(b - xfTL - Rx®) + (1-w)DX®

Ein Schritt dieses Verfahrens wird durch die Schleife

do i=1 to n;

X; = w(bi - _f; aij Xj) / a;; + (l—w)xi :
j¥i

end;

realisiert. In unserem Fall bendtigt ein Schritt also nur etwa

5n Rechenoperationen.
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§ 44 Optimale Relaxationsparameter fiir SOR

Wir wissen aus § 16, daB das SOR - Verfahren filir positiv definite
Matrizen konvergiert, falls 0 < w < 2 ist. Wir wollen jetzt w
fiir die in § 43 Gleichungssysteme so bestimmen, daB die Kon-
vergenz moglichst schnell ist, d.h. der Spektralradius p(Cw)

der SOR-Matrix

Cw=(D+wL)_l((l—w)D—wR), A=D+1L+r

soll moglichst klein sein.

DEFINITION 44.1: Die (n,n) - Matrix A hat die Eigenschaft A,

falls sich {1,...,n} so in zwei disjunkte Teilmengen S, T

zerlegen laBt, daB gilt:

aij # 0, 1 j = 1i,]j nicht beide in S oder beide in T.

Ordnet man die Zeilen und Spalten von A so, daB zuerst die mit
Nummern in S , dann die mit Nummern in T kommen, so hat A

also folgende Gestalt:

S T
S Dl Fl
’ Dl’ D2 quadratisch und diagonal.
T El D2

Eine solche Matrix heiBt konsistent geordnet.
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BEISPIEL: Die Matrix A aus § 43 hat offenbar die Eigenschaft A:

Man braucht die Mengen S, T nur gemiB

zu wahlen. Es gilt dann:

i#%3j und aij +#+ 0 = Punkte i,j benachbart = 1i,j konnen nicht
beide zu S und
nicht beide zu T

gehdren.

Numerieren wir so, daB zundchst alle Punkte aus S, dann alle aus

T an die Reihe kommen, also

so nimmt die Matrix die Gestalt



e N e e ‘ s A S

10 -1 -1 -1 -1 4
11 -1 -1 -1 4

12 -1 -1 4

an und ist konsistent geordnet.

SATZ 44.1: A sei Kkonsistent geordnet, Cw , w* 0, die zu A

gehdrige SOR - Matrix, und B die Matrix des Gesamtschrittver-
fahrens flir A. Dann ist u *# 0 Eigenwert von Cw genau dann,
wenn

H A2 w? = (1 - w - u)2

ist mit einem Eigenwert A von B.

BEWEIS: Nach §16 ist mit A =D + L + R
_ -1 - -1
B=-D (L +R), cw = (D+wL) “((l-w)D -wR) .

A 1ist also Eigenwert von B genau dann, wenn



Teil 7 ' 300

P(A) = det(L + R + AD) =0

Ebenso ist u Eigenwert von Cw genau dann, wenn
Q(u) = det(-l:%:E D-R - uL) = 0

Ist A konsistent geordnet, so ist

ADl F1 le —F1 e
P(A) = det , O(n) = det , v = '“G_E .
E, AD, -uE;  vD,
Es gilt
—ADl F1 -I O ADl F1 I (@] .
P(-)) = det = det = (-1)"P(r).
El -AD2 o I El XD2 o -I
Weiter hat man
- -1/2 _.=1/2
I 0] le Fl v I 0] v le F1
~172. )\ _-1/2 '
o u I vEl sz (@] I El v vD2
also
w2 = (-1)"p(-uTH ) = pT %)

Sei nun u # 0 ein Eigenwert von C . Dann gibt es einen Eigen-

-1/2 2 2

wert A von B mit X = u v oder u A" w = (l—w-u)z. Ist
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umgekehrt filir ein 1 diese Beziehung mit einem Eigenwert XA von B
erfilillt, so ist + A = u_l/zv . Da mit A auch -\ Eigenwert

von B 1ist, folgt also Q(u) = 0.
]

A konsistent geordnet und positiv definit. Es &

SATZ 44.2: Sei
p(Cw) sein Minimum

Al der groBte Eigenwert von

fiir

B. Dann nimmt

_ 2

w —_ w = e
opt
1+ /1—xf

an, und es gilt

Zundchst folgt aus der positiven Definitheit von A, daB alle

BEWEIS:
Nach Satz 44.1 ist u

reell und =1 sind.

Eigenwerte von B
Cw’ wenn mit einem Eigenwert

genau dann Eigenwert von A wvon B

uxzwz = (1 - w- u)2

.

gilt. Diese quadratische Gleichung hat die beiden L&sungen

Azwz Azwz
By o)) =1 - w0+ S £ [AMw/d , d=1-w+ 2y
Ist d =0, so ist || = |u,| = [1-w|, wie man unmittelbar an

d 2 0 entnimmt man der

der quadratischen Gleichung sieht. Fiir

Figur 1
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FIG. 1: Die Funktion % (1- —u)z fir w>1 (links) und w<l (rechts).

O = pz(w,x) < fw-1| = ul(w,x)

und daf My eine monotone Funktion von X ist. Insgesamt erhalten

wir also

p(C, ) = Max {|w-1], ny(w,xj)}

Diese Funktion von w ist in Fig. 2 gezeichnet. Fir wopt gilt

offenbar

FIG. 2: Graph von p(Cw)
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ul(w,xl) = |w-1|, also 4 £ 0 und d 2 0, mithin d = 0. Diese

quadratische Gleichung fiir «w hat die L&sungen

" -2
1,2 — ’
1+/1-)2
1
wovon nur die mit , + " in Frage kommt, weil w < 2 sein muB.
Also ist
W, = — ., plc, )=w . -1
opt 5 wopt opt

1+ l—Al

FOLGERUNGEN AUS DEM BEWEIS:

l) Fir w > sind die betragsgréBten Eigenwerte von Cw

Yopt

konjugiert komplex. Fir w < w ist der betragsgrdBte Eigen-

opt

wert von Cw reell und positiv.

2) Da Wy bei w eine senkrechte Tangente hat, ist Unter-

schiatzung von o schlimmer als {Uberschidtzung.

3) Fir w = 1 erhdlt man
(C.) = u, (1,4,) = A2 = (p(B))?
AN 14+ 1 o

Dies bedeutet, daB das Einschrittverfahren doppelt so schnell

konvergiert wie das Gesamtschrittverfahren.

Wir berechnen nun Al fiir die Matrix A des Differenzenverfahrens

fir ein Rechteck.
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Die Eigenwerte A von A erflillen

20y e V-1, 0 %41, 0 T 2k, 0k, 0-1 7%, 041 T hz"'uk,z '
k,2=1,...,n-1, uk,l =0 fir k =0,n und fir 2 = 0,m.
Wir versuchen den Ansatz
uk,l = sin ak7/n sinpgn/m , o=1,...,n-1 , B=1,...,m-1

Es ist nach dem Additionstheocrem
sin a(k-1)n/n + sin a (k+l)w/n = 2 sin akn/n cos an/n

und damit

2uk’£ T Up 1,0 T Ygel,g T 2(1 - cos aﬂ/n)uk’l

Zusammen mit der entsprechenden Beziehung fir die zweiten Diffe-

renzen in f2£-Richtung findet man die Eigenwerte

tha 8 = 2(1 —-cos amn/n) + 2(1 - cos Bm/m)

von A. Die Eigenwerte A von B = —D-l(A—D) = - 2. (A - = I)

sind dann
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Den maximalen Eigenwert Al erhdlt man fir o =8 = 1:

Al = % {cos n/n + cos w/m)

Damit ist auch w , p(cC ) bestimmt. Fir a = b =11 wird
opt wopt
= -2 — 1l-sinh
Kl =cosh, Yspt ~ I+sinn ' p(cwopt) ~ 1+sinh

Wir vergleichen nun einige Verfahren filir kleine h. Die letzte

Spalte enthdlt die Anzahl der Iterationsschritte, welche zur
1

Gewinnung eines Faktors e an Genauigkeit notwendig sind
(d.h. 1/&n(1/p)).
Verfahren Spektralradius # Schritte fiir e"1
. 2 -2
Gesamtschritt 1 - h"/2 2h
. . 2 -2
Einzelschritt 1 -nh h
- _ 1.-1
SOR, w = wopt 1 2h 5 h
Fir das Beispiel aus Aufgabe 42 (n = m = 10) erhdlt man z.B.
folgende mittlere Fehler:
Iterationen w =1 w = 1.53 w = 1.53, konsistent geordnet
1 36 93 52
11 12 3.3 1.7
21 4.3 0.010 0.0042

Man beachte, dafl zur Anwendung der Theorie die Reihenfolge der

Gleichungen und die Numerierung der Unbekannten eine Rolle spielt.
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Im allgemeinen ist Al und damit wopt nicht bekannt. Zur Be-
stimmung von wopt hat man, neben Ausprobieren, folgende Mog-
lichkeiten.

1) Berechne Xl durch einige Schritte der Potenzmethode fiir das

Eigenwertproblem Ax = (A+1)DX und wende dann Satz 44.2 an.

2) Berechne My = ul(w ,ul) durch die Potenzmethode fiir C .

w
Flir w < wopt wissen wir, daB der betragsgrdfte Eigenwert My
von Cw reell und positiv ist, und
w+ pu, -1
Ay = 1
1 —3
w/ul

Mg kann durch die Potenzmethode fiir Cw berechnet werden. Dazu

kann man die bei der SOR-Iteration auftretende Vektorfolge xk

verwenden, etwa in der Form

-
My v ko k—g
Xi - Xi
0 0

Tritt hier Konvergenz ein, so ist dies vermutlich ein Zeichen
dafiir, daB w > wopt und damit die betragsgrdBten Eigenwerte
von Cw konjugiert komplex sind.

Fiir das Beispiel aus Aufgabe 42 erhalt man z.B. flir w = 1:

Iteration My xl wopt
1 2.000 ~ -

5 0.947 973 1.626

10 909 954 1.537

15 905 951 1.528

Der letzte Wert von  stimmt in allen angegebenen Stellen.
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